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De superficiebus ın planum explicabilibus primorum 
septem ordınum. 


(Auctore H. Schwarz.) 


Akogustie plani superfliciem in planum explicabilem generantis ab uno 
paramelro pendel: quamobrem 
zy (td +yp(t)+zp(t)twg;lt V. 
ubi 2:99:32: sunt coordinatae. generalis forma illius est. 
Superfieies explicabiles,. quae primae conlemplanti sese offerunt, eae sunl. 
in quibus haee aequatio rationaliter a parametro pendelt. sive formam habe! 
U=at"+nbl"" +. -+g4=V. 


ubi a, db, ... g sunt funetiones integrae lineares coordinalarum. x numerus 
inleger. 

Si numero » tribuuntur valores » = 9. 4, 5. his superficiebus el earum 
reciprocis omnes superficies explicabiles algebraicae conlinentur, quae ad hoc 
Iempus aceuralius sunt disquisitae. exceplis duabus superfieiebus explicabilibus 
oclavi ordinis, quarum altera duabus superficiebus secundi ordinis inseripla est. 
id est. taneenlibus curvae intersectionis eeneralur. altera duabus superficiebus 
secundi ordinis eircumseripta est. id est, planis tangentibus involvitur. quae 
illis sunt communia *). 

Quum in aequalionem plani generanlis parameler f ralionaliler ingre- 
diatur, his superficiebus proprium est. quod uno solo plano molto generari 
possunl. 

Quamobrem vir Cel. Cayley tales superficies planares appellavil. 





*) A. Cayley, Note sur les Hyperd@terminants. Hujus Diarii vol.34, pag.15. 184. 
— On the developable surfaces which arise from two surfaces of the 
second order. The Cambridge and Dublin Math. Journal. New 
Series, vol. V, pag. 46 — 58. 1850. 
— On the developable derived from an equation of the fifth order. 
Ibidem pag. 152 — 159. 
= On certain developable surfaces. The Quarterly Journ. of Math. 
1565, pag. 108 — 126. 
G@G. Salmon, Analytic Geometry of three dimensions, pag. 253 — 256. 


Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft 1. | 


1862. 
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„| propose, inquit *), to term the family of developables treated of i 
Ihis paper planar developables. In general, Ihe coeflicients of the gene wi 
plane of a developable being algebraical functions of a variable parameter 1, 


Ihe equation ralionalized with respect Io the parameter belongs to a system 


155 
of » different planes; Ihe developable which is the envelope of such a system 
may be termed a multiplanar developable and in the particular case of n 
being equal to unity,. we have a planar developable. It would be very de- 
sirable 10 have some means of ascerlaining from the equation ol a developable 
what the degree of its "planarity is.“ 

Huic quaeslioni nune ila respondendum est. 

Omnes eurvae planae, quae in eadem superlicie reclilinea irreductibili 
simplices silae sunl, praeter generalrices ipsas,. ad eandem classem algebraicam 
periinent ”*),. nam si duas conlemplamur, unieuique punelo allerius per reclas 
superficiei unum punelum alterius algebraice respondet:; itaque coordinaltae 


alterius ralionaliter per coordinalas alterius exprimi possunt. — 
2\ 


7 


A 
Y 
i 


| r— 1)/0r 
Si curva algebraica r" ordinis - 7 


dita est, coordinalae ejus ralionaliter exprimi possunt: 


— go punelis duplieibus prae- 


0. sive si eurva maximo numero punclorum duplieium praedita est. 
per unam variabilem, 
si o—= 1. per unam variabilem et radicem quadralam ex functione integra 
terlii vel quarli ordinis hujus variabilis. 
si = 2, per unam variabilem ei radicem quadratam ex functione integra 
quinli vel sexti ordinis, 
io. —>2, coordinalae rationaliter exprimi possunt per unam variabilem 
s el algebraicam funelionem ejus 7), quae jungunlur aequalione . ordinis 
seeundum ulramque variabilem, ubi 0 = 2u —3 aul = 2u—2. 
In casu generali coordinalae non possunt ralionaliter exprimi per unam 
variabilem S et funetionem algebraicam ejus 7), radicem aequationis algebraicae 


FiS,n)=0,. quae secundum variabilem >»; inferioris ordinis est quam ı€ 


4 


I 


In eadem classe algebraica. qua una seclio plana simplex, lota super- 
licies rectilinea ponenda est. 
Si igilur in superficie reclilinea aut una recla simplex sita est, quae non 


esi una generalricium, sive lalis. per quam omnes generalrices superliciei 


Camb. aud Dubl. Math. Journ. N. 8. vol. V. pag. 158. 
*#) Riemann, 'Vheorie der Abelschen Functionen.  Hunıe Diarıı vol. 54, pag. 155. 
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transeunt. — id quod in superlieiebus explicabilibus fieri non potesi . aul 
una sectio conica simplex. aut una curva lerlii ordinis puncto dupliei prae- 
dita. aut alia curva simplex cum maximo numero punclorum duplieium. superlieies 
haec reclilinea in ea classe ponenda erit,. quae perlinel ad valorem 0 = 0 
Idem de superfieiebus in planum explicabilibus dieendum: aequatio plani 
veneranlis ralionaliter exprimi potest per easdem variabiles S el 
Si igitur m est ordo cevrvae recessus. x ordo curvae duplieis super- 


ficiei explicabilis r" ordinis. eril 


La) 


r—1)(r 


6. > MT 


Si hie numerus go aequalis est cifrae. superfieies explicabilis est planaris. si 
I vel 2, biplanaris: si o est > 2. in casu generali ordo planaritatis 
superficiei explicabilis est 4(0+9) aut 40-2). 
Jam disquisitionibus. quae sequuntur. demonstrabimus. omnes super- 
ficies explicabiles proprias primorum seplem ordinum esse planares. 
Superficies explicabiles primorum trium ordinum sunt impropriae. id 
est. aut coni vel eylindri,. aut svslemata his reeiproca. svslemala omnium 
reclarum curvam planam langentium, quae quodammodo pro superlieiebus ex- 
plicabilibus haberi possunt. Superfieies explieabiles proprias terlii ordinis non 
existere. ita demonstrari polest. Quaevis superhieies explicabilis propria curvam 
euspidalem habet; superficies terlii ordinis irreduetibilis praeter reclam curvam 
duplicem habere nequit, recla autem curva cuspidalis superliciei explicabilis 


esse non polest: q. d. e. 


Superficies explicabiles quarti ordınıs. 
Superficies explicabiles quarli ordinis earumque proprielates penitus a 
seomelris sunt exploralae. 
Omnes superflicies explicabiles quarli ordinis inter se sunt collineares 
et reciprocae: aequalio plani generanlis formae est 
af +3bl+I3ct+d = O0. 
aequatio superficiei Ipsius 


(ad— be) —4(b’—ac) (ce —bd 0. 


Curva recessus tertii ordinis est. et tangentibus ceurvarum tertii ordinis duplieis 
curvalurae superlicies explicabiles quarti ordinis generanlur. 
| * 
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Quodvis planum tangens duas generatrices infinite propinquas et sectionem 
conicam exsecal; si duo plana tangentia conlemplamur, alterum planum tangil 
seclionem conicam altero plano exseclam; duae sectiones conicae communem 
habent reclam langenlem. Haec ralione construclio synthelica superficiei ex- 
plicabilis quarlti ordinis data est: 

Omnibus planis, quae tangunt duas seeliones conicas in planis diversis 
sitas. quibus una recta langens est communis, eireumseribitur superficies expli- 
cabilis quarli ordinis. 

(reneralius: 

Si duabus superliciebus secundi ordinis una recta est communis, super- 
licies explicabilis et inseripla et eircumseripla quarti ordinis est. 

Quaevis superlicies explicabilis quarli ordinis sibi ipsa est reciproca 
el reeiproce sila seeundum infinitam multitudinem superfieierum secundi or- 
dinis ex. or. 


Ea—-3k 63 —d = O0. 


Superflcies explicabiles quinti ordinis. 


Superlicies explicabiles quinti ordinis earumque proprietates a viris Il. 
Cayley, Chasles, Cremora \am copiose jam examinatae sunt *). ut fere nihil 


ab his nobis relietum sit. 
Quum tamen melhodus, qua rem aggressi sumus, lam sit simplex et elemen- 


laris. ul omnes proprielaltes generales ex ea quasi ex ipso fonle deduei possint. 
has superficies. primas superficies explicabiles proprias imparis ordinis, paullo 
aceuralius examinemus, quam ad Iheorema nostrum demonstrandum opus est. 
Quodvis planum tangens superficiem explicabilem quinli ordinis duas 
veneralrices inlinite propinquas et curvam lerlii ordinis exsecal. 
Haec eurva irreduetibilis est et generatrieibus in punelo non singuları 


langilur. in alio puncto secatur, si planum tangens curvam recessus osculatur 


in puncto non singulari. 
A. Cayley, On the developable surfaces which arise from two surfaces of the 
second order. L. e. 
— „Special Quintic Developable.” 
Cont. Salmon, Anal. Geom. of three dım. pag. 254. 
Chasles, Propriötes des eourbes A double courbure du quatriöme ordre provenant de 
l'interseetion de deux surfaces du second ordre. Comptes rendus de l’Aca- 
ag. 317 — 524. 415 — 429. 


en 
| 


(Juart. Journ. 1863. pag. 114— 121. 


demie des Sciences, vol.54. 1562. I. 


Propriet@s des surfaces developpables eireonserites Ä deux surfaces du second 


ordre. Ibidem pag. 715 — 122. 


I. Cremona, Sur les surfaces developpables du einquieme ordre. Ibidem pag. 604—608. 
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Curva recessus superficierum explicabilium quinti ordinis majoris ordinis 
est quam terlii, nam langenlibus eurvarum terlii ordinis superficies explicabiles 
quarti ordinis generari vidimus. 

Quo loco planum aliquod eurva recessus sive euspidali superficiei ex- 
plicabilis perforatur, sectio plana cuspide praedita est, 

In puncto osculationis plani tangentis Iria puncla curvae recessus con- 
sumunlur; ilaque curva plana terlii ordinis. in hoc plano tangente sila,. una 
cuspide praedila est; plures habere non potest. 

Jam ex hac re coneludere possumus,. omnes superfieies explicabiles 
proprias quinti ordinis esse planares. 

Omnes curvae terlii ordinis cuspide praedilae hac forma continentur 

ad— b' 0: 
aequalio reclae langenlis est at + Sb +d= 0, puncelum a=0. b = O0 est euspis. 
a=0 recla langens cuspidem, punetum b=0, d=V est punectum inllexionis. 
recla d=O recla langens inllexionalis. 

Planum langens superliciem explicabilem, quod dueitur per reetam d 0. 
est planum tangens inllexionale sive stalionarium; praeler tres generalrices 
infinite propinquas seclionem conicam exsecal. quae langilur priore plano super- 
liciem langente, ilaque eliam recta d= 0, quae est interseclio duorum planorum. 
A quovis punclo reclae d= 0 et ad seclionem conicam el ad curvamı 
tertii ordinis una recla tangens prolfieiseilur; aequatio plani per has reclas 
dueti, sive plani superliciem explicabilem generantis,. omnibus reduelionibus 
lactis hujus formae est: 

U=at+4bt!+6c!te=V0. 
Virum Gel. Cayley, qui primus hane formam tractavit,. fugit. hane generalem 
esse aequalionem plani tangentis superlicierum explicabilium quinti ordinis. 

Quum qualuor tantum plana a, b, e, e in hac aequatione invenianltur. 
coneludimus: 

Omnes superficies eaxplicabiles quinti ordinis propriae inter se sunt 
collineares et reciprocae. 

Umnes sunt praeditae uno plano stationario \e =V 
konario (a=V.b=0,c—=0V) ceurcae recessus. 

Si ponitur £=#, et = —t, prodeunt aequationes planorum 

at +4AbE-+bet’+e = O0, 
at’ — AbE--6et+e = 0: 
b=0. at-+-6el’+-e—=0: omnes hae reclae ın 


el uno puncto sta- 


haee plana se secan! In recta 
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plano b=0 sitae, seclionem conicam b = 0. 9e’— ae OB eircumseribunt, quae 
est eurva duplex superficiei. 

Puncto a=V0. ce=0. e=0V pro centro, plano b-O pro plano col- 
Iineationis sumpto, altera pars systemalis cum altera erit collinearis alqne 
eollineariter sita; valori = 4, respondet = —#,. 

Collineationis species ea est, quae vocalur harmonieca. 

Per generatricem aliquam superfieiei. Iranseunt plana 

U= a"+4b+6c + e—=0. 
I oUV 
— = al+9bt 4 dc V. 
4 ot | 
— af +bdef +3e =. 

Plano at--3bt-+-3e = 0 eireumseribitur conus 3b’—-Aac -0: hie conus 
continet lineam recessus. 

Planum —at+6el+3e = 0 duas conlinel generalrices. quia idem 
evadit et pro valore t=4, et pro valore = —L,: praelerea ex superficie 
curvam terlii ordinis cum puncto dupliei exsecal, curvam recessus bis langit: 
eireumseribit autem conum 

ade 30 0. 
qui ılem per curvam recessus transit. 

Alterius eoni centrum a=0, b=0. e=O positum est in superlicie 
alterius. ifa tamen. ut commune habeant planum tangens a=0: contactus igitur 
iis est stalionarius. 

Aequatio superficiei ipsius has accipil formas: 

1. ae — 1Sace+ HHab’ce+Slac! — 27 b*e— 54h'c 0. 
punetum a=0. b=0. e=0 est punetum Iriplex superfieiei: 
(2.) (ae — 18a’ + 5HAab’e— 2Tb*)e +27 Bac—2b') — 0. 
plano stationario e=0 generalrix infllexionalis e=0. e—=0 triplex. sectio 
conica e=0. Jac—?2b' = 0 simplex exsecalur: 
(3. a(lae— Ic) +27Tb’ (Race —b’re—r2e) — 0. 
b=0. ae—Ye'— 0 est sectio conica duplex superficiei: 


4.) alae+93c — be (ae-+-3c')(3b’ — 4ac) —3e(3b’—Aac — VO. 


Omnes superfieies secundi ordinis per lineam recessus transeuntes. sive 


eireumseriptae superlieiei explicabili. hac forma continentur: 


(ae+93c)+r(3b’—4ac) = VO. 





- 


Schwarz, de superficiebus in planum explicabilibus. 


binae contaclum habent stationarium; quaevis praelerea per duas generalrice- 
superfieiei explicabilis in plano 
ar +ber— 9e 0 
sitas Iransit, id quod ex quarta forma aequationis superliciei intelligitur. 
Pro coordinalis punclorum curvae recessus habemus aequaliones 
VI 
ol ot 
vel aequivalentes 
a’ +2bt+c=V, bt +2c=0, cl +e=0; 
al’ Se 0, bE-Re=0; cf+te=V0: 


sIve 

a:b:e:e 9:— A: —f. 

Superficie secundt ordinis 

Wa —Rlkb’ 46h — ee 0. 

ubi 4 est conslans arbilraria, pro direetrice adhibita, plano 
at" + Ib Het — e 0 
respondet punelum 
a:Bic:e 3: 

superfieies erplicabilis quinti ordints sibi ipsa est reciproca et reeiproce sıla: 
valori £=4, respondet { ö 

Pro valoribus = +] k generatrices sibi ipsae respondent; itaque quae- 
vis hujusmodi superlieies secundi ordinis per duas generatrices lransil. 

Hoc theoremate omnes superlicierum explieabilium quinti ordinis pro- 
prielates dualilalis lege conjunguntur. 

Cuique superficiei secundi ordinis per lineam recessus duelae responde! 
altera superficies ejusdem ordinis. quae tangilur omnibus planis superfieiem 
Iangentibus, sive quae superficiei explieabili inseripta est. 

Omnes hae superficies contactum habent stationarium: punelum con- 
Iactus situm est in puncto oseulationis plani inllexionalis (e=0,e=0,b--0. 
quo plano quatuor punela curvae infinite propinqua eonlinentur. Duobus illis 
conis secundi ordinis 3b’ —4ac =0, ae-+3c' =O per lineam recessus Irans- 
eunlibus respondent duae sectiones conicae e=0, Jac—2b’=V: b=0, ae-—Ye V. 
quas supra invenimus; punctum e=0,. c=0, b=O iis commune est, ita 
quidem, ut planum e=0 alterius transeat per reclam tangentem b =0. eV 


alterius. 
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Si duabus superficiebus secundi ordinis conlactus est stationarius, inter 
omnes superficies ejusdem ordinis, quae per intersectionem earum duei possunt. 
duo coni. et inter omnes superlicies secundi ordinis, quae cum illis duabus 
eidem superfieiei explicabili inseriplae sunt,. duae sectiones conicae reperiuntur. 


je 


Aequationes et conorum el seclionum conicarum semper redueci possunt *) ad 
formas illas, quas supra computavimus. 

Itaque habemus theorema: 

Si duabus superficiebus secundi ordinis contactus est stationarius, super- 
ficies explicabilis et insceripta et ceircumscripta est superficies explicabilis ge- 
neralis quinti ordinis. 

Seeundum theorema. quod jam a viro Cel. Poncelet propositum est**). 
superficiem explicabilem. reciprocam curvae alieui, ejusdem esse ordinis atque 
superfieiem explicabilem tangentibus illius curvae generatam, sive super- 
licies duas explicabiles. quarum altera alteri est reciproca, ejusdem esse or- 
dinis — : seeundum hoc theorema, qualibet superlicie secundi ordinis pro 
direetrice adhibita. curvae recessus superfieiei explicabilis quinti ordinis re- 
spondel superficies explicabilis quinti ordinis; superfliciei explicabili quinti or- 
dinis respondet curva quarli ordinis cuspide praedila. 

Si unam earum superfliecierum secundi ordinis pro direelrice sumimus. 
quae per ipsam curvam recessus transil, superficies explicabilis reeiproca huie 
curvae ea esi. quae superficiei secundi ordinis seecundum hane curvam recessus 
eireumseribitur. 

Itaque per curvam recessus superliciei explicabilis quinli ordinis caterva 
superficierum explicabilium quinti ordinis transit. quibus unum idemque est 
planum inflexionale a = 0. (planum tangens cuspidem curvae recessus super- 
ficiei prineipalis). et quarum curvae recessus cuspides silas habent in genera- 
trice inflexionali e= 0, e=0 superfieiei prineipalis. 

Inter easdem superlieies inveniuntur quoque duo illi coni secundi or- 
dinis. Si superficiem secundi ordinis superfieciei explicabili quinti ordinis 
inscriplam pro directrice sumimus. superficiei explicabili respondet ea curva. 


secundum quam superficies inscripta superficiem explicabilem tangit. 


*) A. Cayley, On the developable surfaces which arise from two surfaces of the 
second order. L. e. 

**) Poncelet, M&moire sur la Theorie generale des polaires r@ciproques. Hujus 
Diariı vol. 4, pag. 24. 





Schwarz, de superßerebus ın planum explicabilibus. ') 


Quaevis superlicies secundi ordinis inseripta langit superficiem secundum 
curvam quarli ordinis cuspide praeditam: omnes hae cuspides silae sunt in 
puncto osceulationis plani inllexionalis (e-0.c=0,5 0): illa autem puncta. 
quae huic puncto curvae recessus collineariter respondent. sita sunl in genera- 
Irice curvam recessus in ipsius cuspide langente (a=0. b=0). 

Praeterea quaevis superlicies inseripta. sieut quaevis eireumseripla per 
duas generalrices superfieiei transit. 

Inter catervam harum curvarum quarli ordinis,. quae reciproca esl 
catervae superfieierum explicabilium eireumseriptarum. reperiuntur quoque duae 
illae seetiones conicae. 

Restat, ul compultemus aequalionem caltervae superlicierum secundi 
ordinis inseriptarum. 

Planum langens aliquod superhiciem 

ae -+-3c’) +7 [(3b’— dac) ( 
est: 
e— ker) a’ + 6brb'+ (6e— dar) c'+ ae 0: 
huie plano respondel. superficie secundi ordinis 
Ia 2b be’ e' 0 
pro direetrice adhibila, punelum 
a" TE ce ru 
3(e—Acr): — 3br: (c—-2ar): —a. 
Eliminatis coordinatis a:b: ce: d superficiei 
ae-+3c)+r(3b — 4ac' 0. 
prodit aequalio superlieiei reciprocae, superheiei explicabili inseriptae. 
b’— (ae— 9e‘) vr — 12cer’+ 4er’ 0. 
Hujus funetionis diseriminans praeter aequalionem superfieiei nostrae explicabilis 


factorem alienum e’ conlinel. 


Superficies explicabiles sexti ordinis. 
Superlicies explicabiles sexti et septimi ordinis pro se ipsis adhue minus 
disquisitae sunt,. quamquam singulae species earum jam dudum notae fuerunt ®). 


*) A. Cayley, @. Salmon, Chasles, ll. ec. GG. Salmon, On the classification of 
curves of double curvature. Camb. and Dubl. Math. Journ. N. S. vol. V., p. 23—46. 
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Vir Cel. Chasles omnes species superlicierum explieabilium sexti ordinis 
invenit *). 

Planum tangens ex superficie explicabili sexti ordinis duas genera- 
trices infinite propinquas el curvam quarli ordinis exsecal, quae curva plus 
tres euspides habere nequit. Quamobrem curva recessus superlieiei explicabilis 
sexti ordinis,. quum in puncto oseulalionis plani langentis Iria puncla consumantur. 
majoris ordinis esse non polest quam sexli. neque"’minoris quam quarli. 

ltaque eurva quarli ordinis in plano langente sitla una cuspide prae- 
dita est. 

Nune contemplemur superfieiem explicabilem, quae est reciproca eurvae 
recessus prioris superficiei explicabilis et quae eadem est sexli ordinis. 

Si in quovis plano m punela curvae recessus alterius superliciei ex- 
plicabilis sita sunl, a quovis puncto m plana alteram superlieiem explicabilem 
tangenlia profieiseuntur. Hine coneludimus, superlicies explicabiles sexti ordinis 
non posse majoris elassis esse quam sextae, neque minoris quam quarlae. 

Classis superliciei explicabilis eadem est, alque elassis seclionis alicujus 
planae non singularis. Curvae aulem quarli ordinis. de quibus loculi sumus, 
quonlam in uno plano laneenle jam sunt silae. majoris classis esse non possunt 
quam quinlae. Curva plana quarli ordinis, una cuspide praedita, non aliter 
potest fieri quinlae aut minoris elassis, nisi si praeler hanc enspidem duobus 
punctis duplieibus praedita est. 

Quam ob causam coordinalae talis curvae ralionaliler per unam va- 
riabilem exprimi possunt. (Vide pag. 2.) 

Omnes igitur superficies explicabiles sexchi ordinis propriae sunt planares 


Continelur autem aequatio plani generantis in his formis: 
at —+AbP-- be + Adt-+e V. 
af + 5b + 10 + 10dt- Det f 0. 
at" + 6bE + +-- g 0. 


Sit U= 0 aequalio plani superheiem explicabilem generantis. ab uno 
paramelro 2 ralionaliter pendens: ponimus. nullum valorem parametri huie 


aequalioni identiee salisfacere. 


*) Chasles, Digression relative aux surfaces developpables du sixieme ordre. 
Comptes rendus vol. 54. 1862. I. pag. 718. 
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Aequalionibus U Oel — 0 pro quovis valore parameiri in casu 
Or 


oenerali recla delerminalur, una generalricium. 

Altlamen fieri potest. ut his aequalionibus pro uno aut pro pluribus 
singulis valoribus parameltri idem planum repraesentelur. His valoribus ii ad- 
numerandi sunt. qui aequalioni = 0 identice satıislaciunt. si lales exsistunt. 

l,oeum autem omnium punclorum, quorum coordinalae pro eodem valore 
paramelri his duabus aequationibus satisfaciunt. invenimus, si eam l[unelionem 
coeflieientium. quae vocalur diseriminans funetionis U, eilrae aequalem ponimus 

Superlicies sic delerminala ex superlieie explicabili irreduetibili. in- 
voluta plano U==0, et ex singulis planis constal, 

Aequatio superfieiei explicabilis plus semel factor diseriminantis esse 
potest. in quo casu U rationaliter pendet a funetione ralionali non lineari 
paramelri. 

Alıa autem ralione fieri non poiest, ut sit superfieies explicabilis mi- 
noris ordinis quam ipse diseriminans.  Superfieies explicabilis involuta plano 
U — a+4bFP--6ct +Adt+e=V$. 

(ae — 4bd + 3c') — 27 (ace-+ 2bed — ad’ — eb’ — e’)’ 0 
revera sexti ordinis est. Superficies explicabilis involuta plano 
U at Hbf = 0 
in casu eenerali est oclavi ordinis;: ul ad sextum ordinem reducalur. necesse 


est, pro duobus. aut diversis, aut infinite propinquis valoribus variabilis 7, 
oU 


:O idem planum repraesenlare. 
2 


aequaliones Ü 0 el 
In priore casu aequatio plani generantis adhibita substitutione lineari 
£- i in hane transil 
af 5zat + 10eP + 10AR 4 Baft+f = 0, 
in posteriore in hanc formam Iransformari potesi 
ar + Sb + 10ef +10zff ff = Od. 
Etiam superficies hisce reeiprocae quinlae elassis sunl. 
Superficies generalis explicabilis sexti ordinis el sexlae classis est 
superficies reciproca ejus. quae generatur »lano 
at’ + Ab 6cl + Adt -- e 0. 


ubi inter aequaliones planorum a, b, ec, d, e aequatio identica inlercedit 


oa-+pb-Yye- dd-- ze 0 
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Namque si superficies est sextae classis. curva illa quarti ordinis plano tan- 
gente exsecla quintae classis et una cuspide et duabus punclis duplieibus prae- 
dita est: curva igilur recessus quarli ordinis est. itaque superficies reciproca 
quarlae classis. De curvis duplieis eurvaturae, quarum tangentibus singulae 


species superfieierum explicabilium sexti ordinis generantur, infra agemus. 


Superfieies explicabiles septim! ordinis. 

Ad disquirendas superlicies explicabiles septimi ordinis utile est theo- 
rema. quod ad omnes speclat superlicies explicabiles imparis ordinis. 

Conus ex puncto aliquo spalii curvae recessus superfieiei explicabilis 
r" ordinis eireumseriplus r” elassis est. Si igilur r est numerus impar, hie 
conus semper impari mullitudine laterum cuspidalium praeditus est. id quod 
fieri nequit, nisi in ipsa curva recessus impar multitudo euspidum sita est. 

Curva aliqua plana in superfieie explicabili 7" ordinis sita r" ordinis 
est: si r est numerus impar, imparem mullitudinem tangentium inflexionalium 
habet. Itaque demonstravimus: 

In quavis superficie ewplicabili imparis ordinis impar multitudo et euspi- 
dum in curca recessus stlarum el planorum tangentium inflexionalium invenitur. 

Unum planum langens inllexionale ex superlicie explicabili septimi or- 
dinis exsecat Ires generalrices infinite propinquas et curvam quarli ordinis. 
Si fiat, ul haec curva quarli ordinis ex seclione conica dupliei eonstet. hane 
eonditionem nune exeludentes postremo loco tractabimus. 

Curva quarti ordinis. neque si irreduetibilis est, neque si ex curva in- 
[erioris ordinis et singulis generatrieibus constat. plus Ires cuspides habere 
potest; quamobrem curva recessus majoris ordinis esse non potest quam seplimi. 
quia in puneto oseulalionis plani inflexionalis quatuor puncla consumuntur. 

Curva recessus majoris ordinis est. quam quarli. nam una fantum 
species curvarum duplieis eurvalurae quarli ordinis cuspide praeditarum exstat, 
quarum langenlibus superlicies explicabiles quinti ordinis generari vidimus. 

Curva recessus neque minoris ordinis est quam quinti. neque majoris 
yuanı septimi. 

llaque superlicies explicabiles seplimi ordinis minoris elassis esse non 
possunt yuam quinlae, neque majoris quam septimae. 

Curva quarli ordinis in plano inflexionali sita majoris classis esse non 


potest, quam quintae,. quia hoc planum inflexionale pro duobus planis tan- 


ventibus habendum est. Si igitur haec eurva quarti ordinis irreduetibilis est. 
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necesse est, duo puneta duplicia accedere. Si cuspis illa secundae specieı 
est, necesse est, unum punctum duplex accedere. 

Sin aulem curva quarli ordinis conslat ex curva terlii ordinis el una 
recla generalrice, haec curva terlii ordinis puncto dupliei est praedila. nam 
omnes curvae lerlii ordinis non praeditae puncto dupliei sexlae sunt elassis. 

Si curva quarli ordinis ex duabus constat generatrieibus el sectione 
conica, hujus coordinatae ralionaliter per unum paramelrum exprimi possunt. 

Unus reslat casus. quem supra exelusimus: curva quarli ordinis ex 
seclione conica dupliei constare potest. Hujus disquisitio cum diffieultate aliqua 
videtur conjuncla esse. Propterea in medio relinquentes, num tales superfieies 
explicabiles septimi ordinis exsistere possint. demonstrabimus: si talis superlicies 
exsistit. aliud planum infiexionale in ea situm est. cujus seclio non constal ex 
sectione conica dupliei. quare haec superficies in iis superliciebus eontinelur. 
yuas jam disquisivimus. 

Planum inllexionale in puncto osculationis qualuor puncla cum eurva 
recessus communia habet: sin plura haberet,. plus res generalrices in 
hoc plano sitae essent. Praeter haec puncta cum illa commune habet unum. 
quia curva recessus inferioris ordinis esse non polest quam quinli. In hoc 
puncto recla langens curvae recessus non sila est in plano inllexionali: si 
esset. nova generalrix in hoc plano sita esset. Sectio plana superlieiei ex- 
plicabilis cuspide praedita est. quo puncto planum ejus curva recessus per- 
loralur. Haec autem sectio conica duplex nullam praebet cuspidem primae 
speciei. Proinde necesse est. planum osculans curvam recessus in eo puncto. 
in quo curva planum nostrum inflexionale perforat, quatuor punela inlinite pro- 
pinqua continere. Itaque aut hoc planum est aliud planum inllexionale, au! 
punetum est cuspis. Cuspis aulem esse non potest, quia euspis curvae re- 
cessus est punctum triplex superfieiei explicabilis, ut in superlieiebus expliea- 
bilibus quinli ordinis punetum a = 0, b=0, e= 0, pag. 6. 

Restat. ut planum sit aliud planum inflexionale. Exemplo sunt super- 
licies explicabiles quinli ordinis; planum b=0 exsecal sechorem conicam 


n punelo &b im 0. e (0 nerloral: 


. 


duplicem: curva recessus hoc planum | 
e 0 est planum inllexionale. 
Aliud exemplum praebet superftcies explicabilis octavi ordinis ın- 
voluta plano 
al” + 62a +15 + 2Okat’+15et+g = VO. 


Planum taneens inllexionale «a 0 exsecat seclionem contcam  duplicem 
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Ige-- ide‘ -- 0; planum a=0O in puncto a=0, g=0. e=- (0 eurva recessus 
perforalur: planum 430 est planum inflexionale. 

In casu, quem traclamus, novum planum inflexionale Ires generalrices 
infinite propinquas el curvam quarli ordinis exsecal: haece autem non potest 
eonslare ex seclione eoniea dupliei. 

Nam si res ila se haberet, in superhieie explicabili septimi ordinis duae 
seeliones conicae silae essent. quibus unum punctum est commune: omnibus 
autem planis. quae langunt duas secliones conicas. quibus unum punclum est 
commune, in planis diversis sitas. eircumseribitur superfiecies explicabilis sexti 
ordinis et sextae classis *). 

ltaque tales superlieies, si invenirentur,. jam in iis essent contenlae. quas 
supra disquisivimus. 

Semper igitur in superlicie explicabili septimi ordinis curva simplex 
invenilur, cujus coordinalae ralionaliter per unam variabilem exprimi possunt. 
Consequimur igitur Iheorema: 

Omnes superficies e.cplieabiles septimi ordinis propriae sunt planares 
el aut quinlae aut sexiae aul seplimae_ classis. 

Itaque demonstravimus, quod nobis proposueramus: 

Ommes superficies exrplicabiles propriae primorum septem ordinum sunt 
planares. 

Proprielates autem superlieierum explicabilium primorum septem or- 


dinum, quae in singularitatibus earum positae sunt, hac labula compleetimur: 

















m r In g h | a PD | a Y | Iihkh|R 
3/4,/3/]1/1/)0)00/)0/0|0/,0j0 
ı|5lal2|2lılı 2'2Jololola 
Lo) 6 s/l3lalo 6 41406 6 
stel5lalaı2al2a 5'5/2/0o/Ja|6 
6 | 413167014 61001316 
| | | | 
3) _ (7 1015 |5 7,1 0 s|?7!2|22,13 
66|7|77 |al3 9 96/1 jı8lıe 
7) !s5]J5lelı!s solls los 


*) (ayley, Salmon, Chasles, Il. cc. 
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In hac tabula sienifieatur 
litera 
m 0ordo curvae recessus. 
r ordo superficiei explicabilis. 


n  classis superliciei, 


g multitudo tangentium dupliecium seclionis planae. 


h multitudo punetorum duplieium apparentium curvae recessus. 


oe multitudo planorum langentium inllexionalium. 


?  multitudo cuspidum curvae recessus. 


x ordo curvae duplieis superliciei, 
y multitudo tangenlium duplieium apparentium eurvae recessus sive classis 
ejus superliciei explicabilis, quae generatur planis curvam recessus bis 
tangentibus. 


y mullitudo eorum punelorum curvae recessus, per quae alia generatrix 
superficiei transit curvam in hoc puncto non langens. 

{ multitudo punclorum, per quae res generatrices superliciei Iranseunt. 

k multitudo punetorum duplicium apparentium curvae duplieis . ordinis. 


Rt ordo superficiei explicabilis tangentibus curvae duplieis .@ ordinis generala. 


Singuli numeri, quorum maxima pars jam a viris Ill. Cayley, Salmon 
et Chasles vreperta est. compulali sunt secundum aequaliones. quas viri Hl. 
Cayley et Salmon inter singularitales simplices curvarum duplieis eurvalurae 
superfiecierumque explieabilium intercedere docuerunt *). 

Relinquitur. ut nonnullas proprielales superlicierum explieabilium ser 
ordinis exponamus. 

Curcae recessus semper sitae sunt in una superficie secundi ordinis 
Si curva quarli ordinis est, est interseclio parlialis superlieiei secundi ordinis 
et superficiei tertii ordinis,. quarum posterior per duas reclas generalrices ejus- 
dem calervae prioris Iransit. Haeec curva eeneralrieibus alterius catervae ter, 
alterius calervae semel secalur. Si curva quinli ordinis est. duas habel 


euspides. Per eas el seplem alla punela curvae superfieiem seeundi ordinis 


) A. Cayley, Sur les courbes & double courbure et les surfaces developpables. 
Journ. des Math. de M. Liowville, vol. X., pag. 245. 1845. Camb. and Dubl. Math. 


4-76: 


Journ. N. S. vol. V.. pag. 18. @. Salmon, Anal. Geom. of tlıree dım., pag. 234 
422 — 494. 
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ducamus, tota curva in hac superlicie sita est, quia 2.247 = 11 puncta cum 
ea habel communia. Praeter hane superficiem secundi ordinis caterva super- 
liecierum lertii ordinis per eurvam dueci potest, quarum quaeque cum superficie 
seeundi ordinis unam reetam habel communem. Haec curva generatricibus 
alterius catervae ter, alterius bis secatur. Si curva sexti ordinis esl. 
qualuor euspidibus est praedita. Per has quatuor cuspides et quinque alia puncta 
eurvae ducamus superliciem secundi ordinis; tola curva in hac superficie sita 
est. quia 2.4--5 = 13 punela cum ea habet communia. Praeter hane super- 
lieciem secundi ordinis caterva superficierum tertii ordinis per hanc curvam 
iransil. Quarum unam exhibet forma aequationis harum superficierum. 
ace+2bed -ad —eb' — ec’ —= 0, quae langitur omnibus planis superficiem ipsam 
tangentibus. Huic superfieies explicabilis inseripta et circumseripta est. 

Ergo habemus. superficiebus explicabilibus reciproeis ratione habita. 
theorema: 

Omnes superficies explicabiles sexti ordinis alü superficiei secundi or- 
dinis sunt insceriptae, alü eireumscriptae. 

Sunt autem superflicies explicabiles. quibus caterca superficierum se- 
eundi ordinis inseribi potest,. aliaeque,. quibus circumseribi potest; eae sunt. 
quae duabus superficiebus secundi ordinis, quibus contactus es! simplex, cir- 
cumseriplae sunl aut inscriptae. | 

Tabula nostra docet, eas superficies e.xcplicabiles, quae generanlur tan- 
gentibus curvarum duplicium in superficiebus explicabilibus sexti ordinis sitarum, 
item sexli esse ordinis. llaque eliam illae superficies explicabiles sexti ordinis 
sunt, quae cireumseribuntur omnibus planis, duas generatrices earum continen- 
tibas. Vir Gel. Chasles, superfieiem explicabilem,. quae involvitur omnibus 
planis bis langentibus curvam recessus superliciei explicabilis sexti ordinis et 
quinlae elassis. sive per binas generatrices hujus superfieiei duclis. qwinti or- 
dinis esse ratus *). falsa interpretatione termini „classis’ deceptus est. 

Omnia talia problemata geomelrica,. quae ad solum ordinem et classem 
syvsiemalis geomelrici spectant,. ad problemata mere algebraica revocari posse, 
ex ipsa problematis natura perspieuum: dum tamen horum solutio in summa 
seneralilaie reperla sit, infirmioribus auxiliis minora intendisse non poenitebit. 


Seripsi Berolini M. Jun. A. MDCECCLAIV. 


Chasles, Digression relative aux surfaces developpables du sıixieme ordre. 


L. e. pag. 719. 
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Ueber dıe Transformation der Abelschen Funetionen 
erster Ordnung. 


( Von Herrn Königsberger zu Greifswald.) 


Hermite hat sich in seiner Abhandlung *) über die Theorie der Trans- 
formation der Abelschen Functionen erster Ordnung auf die Begründung zweier 
wesentlichen Punkte derselben beschränkt. nämlich auf die Bestimmung der 
Anzahl der Transformationen für einen gegebenen Grad % derselben und auf 
den Beweis des Salzes. dass, wenn @, @, H die Moduln der transformirten. 
9. 9. h die Moduln der zu transformirenden 9-Funection und z,. 3. »- 3; 
bestimmte linear aus den ursprünglichen Variabeln x. y zusammengeselzte Aus- 
drücke bedeuten. 


u | 


in(2,2, +2 2,+@G3; + 2%Hz,z, + @'3? 


$(2,+G3,+H2..3,+H2,+@z)e | 
durch eine ganze homogene Function vom Grade A durch die 4 Funelionen: 
(X, Y)- 9,(2,Yy)., &(z,Y). 0, (2, Y 

mit den Moduln g, h, g’. welche mit den ersten durch bestimmte Gleichungen 
verbunden sind. ausgedrückt werden kann. Ich beabsichlige in der vorlieeen- 
den Arbeit auf die algebraischen zwischen den transformirten Systemen be- 
stehenden Relationen. wie ich dies noch später genauer erläutern werde, näher 
einzugehen, die Modulargleichungen. die gewissen Transformationen ver- 
schiedener Grade entsprechen, aufzustellen und endlich die von Ftichelot 
auf rein algebraischem Wege vefundenen Resultate für die Transformation 
zweiter Ordnung, welche Abelsche Integrale erster Ordnung. ähnlich wie die 
Landensche Substitution die elliptischen Integrale redueirl, auf transcendentem 
Wege durch die Relationen zwischen den 9-Funetionen selbst herzuleiten. 

Bevor ich jedoch zu dem eigentlichen Gegenstande meiner Arbeit über- 
gehe. schicke ich in einzelnen Paragraphen die genaue Definition der 9- 
Functionen nebst ihrem Zusammenhange mit den Abeischen Integralen. die 
Transformationsformeln. Additionstheoreme und Produetentwicklungen von I- 


Functionen voran und entlehne den Inhalt des ersten Paragraphen über die 


*) Sur la theorie de la transformation des fonctions Ab@liennes par M. Hermite 
(comptes rendues etc. tome XL, annde 1855). 


Journal für Mathematik Bd. LAIV. Heft. 3 








Transformation der Abelschen Functionen. 


IS honigsberger, zur 


Abelschen Funetionen den Mittheiluneen. die mir mein hoch- 


dem ich überhaupt die Kenntniss der 


Ibelschen Transcendenten verdanke, gemacht hat. 


Definition der 
verehrter Lehrer. Herr Weierstrass . 


$. 1. 


Definition der #-lunetionen. 


L' . 
« N » 
149 Sl I 

l 


R(x) Aa —a)l2 —a)...(2—M, 


eine ganze Function 2o+ 1" Grades von .r, wobei wir annehmen. es seien 
die Grössen Ay. Ay» As ... A, sämmtllich reell und wenn 4, positiv. 


(L, d, dl; ... (2, 
wenn I, negativ 
dl, d, dl, u (d,,» 


Ferner seien 14. 5. ... a, unbedinet veränderliche Grössen und zwischen 


diesen und ebensovielen von ihnen abhängigen ı,. u. ... r, die nachstehen- 


den Gleichungen vereben. in denen 


F, (x . I; (x, . Each (x) 


sanze Funelionen von bedeuten, deren Grad nicht höher als | ist 
0, & PR -; a ; ä 
/ F, (TC) ) de / F (7) d.r / Sg F, ze) dx 
un — = - N ... 4 r 
ug ) R( x) “ YR(x) | Ra 
MM: ” BR 14 a PR . 
FE .()de . F, (x) dx FF, (xz)dx 
U, : eg . - ER RERTE . 
YR(z) ‚h(x) WIR 
«dt, a x don ] 
Ni 7 ’ DE ur 
/ F, ($ )de Er F,(x) dx / o F,(z)dx 
1 - - nd I —— I 0 0 0 — 5 . 
d . | Rx R(x 
- RC A } ) ck a 


Man bestimme die Grössen: 


, "®F,(xz)da ur ı F,(xz)da 
K, / ———, A, = / nn, 
FR yAca se / Ra 

2; l 2; 
ih -_ ik, I iK.a+ tik, 


wo bei jeder Integration der Werth. welcher der Quadratwurzel beigeleg! 
werden muss, durch die Formel: 
LI — a f An dr, y 


2.4 











er 2—G, 
vR(z) = 4 (ZZ 
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segeben wird. wie in der Abhandlung des Ilerrn Weierstrass (dieses Journal 
Bd. 47. 8.2) näher ausgeführt ist 


Wir führen nun o neue unabhängige Variable ein. die mit den » dureh 


Ioloende Gleichungen verbunden sind: 


u, 2K.,0c, +2Kh.0r: + -+2K,,e 
u 2k C, 2K.,c ++ Rh, r 
„ 2K ec, + RK ,0+ + +RHh ,e.. 


aus denen sich das Gleichungssvsiem ergeben möge: 


2 | (y,  M l{ j „ .. (; f „ 
r (1,0, +G,u MM. 
(7 (i,, 2 (1, u ... ı u 


i 


und definiren folvende Reihe als 9-Funelion. in der die Summalion auf die 


Indiees v,. v.. v, von x. erstreckt wird. 


17 2 J r ) 4 f I 
Si. dä; 
PT, 
wo ,, die Moduln der 9-Funetion genannt und durch folgende Gleichungen 


bestimmt werden: 


TıR 21G,,K, -21G,,K Br, k 
so dass 
VAR I 
ist. Diese 9-Funelion genügt. wenn p,. pr» . p, ganze Zahlen (VO ein- 


schliesslich) bezeichnen. den Gleichungen: 
30, +91, a +P:5 :-- 0, +Pp, ei, 20 
F(0, + Ts 02 + Too 0, + Ton) £ F(Cı. d,. v 
und umsekehrt. wenn eine eontinuirliche Funelion diesen Bedingungsgleichungen 
senügt. so ist sie gleich einer 9-Funetion multiplieirt mit einer Constanten 


Wird. wenn 


T. = NTatmtat tn Tt, 
gesetzt wird. 
Sn,(?r; +7T,)mi 
e’ I (0 +7. +7. ...e,+7T,) mit Fo). 02, ... ©,5 Mıs Man... 


3” 
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bezeichnet. worin wir =... », die Parameter der 9-Function nennen. 
besteht. wenn 

MTattta te tn, 
ist. die Gleichung 


| 


Im +79 +7T3,...0,4T,;0,:... 0 


Sn, (ev, | T )mi 
a 


( | 4 j 
e (01% 02....0,3% + 0%, :.-2,+9,). 


‘“ [2 


und es folgen nun leicht, wenn »,. ... n,. m. ... m, vanze Zahlen be- 


a ’ 
S 


deuten. die drei Hauptgleichungen für die 9-Funclionen: 


FI(01% ©as 2. 09,5 ts... 0, +2,) (014 Os. 0,5 Bin +: R,)> 
>’ 2m,n, ti 
Fo, + Mm» ...0%, tm, :t%ıs:..9,) e* Os. 0, ) 
Y 4 Din | Fr ® 
’ | Sin, (20 1 | 
IWF Tı9... 0 FT,5 My... M,) 6, va .Pemee ‚PET Vom 1 
Es werde ferner: 
«ı/ / / | ] 
(0 ...9,) = Yo + dm, ... 0, 44m, 5 ini, ..: im, 


veselzt. worin die ganzen Zahlen mi. ... mi, ni. ... »; aus der Gleichung 


hervorgehen: 


(U; x 5 

"+F,(z)de 5 2 2, 

/ Me = miK.+.-+m3K.,+iiK.ı+:+miK,,). 
2 Ih) ‘ s 





I 
welche die Functionen: 


#0... U HM re rs 


0o/V) 


— 
» 


dureh foloendes Schema bestimmt: 





n [2 


[2 





ERRT 
0 
01... 0 
| 


=0 |-1|—1|:-- | —i 








u 01-1)... | —1 


u 0 | —1|j|... 1-1 0 


























,»=20|0'0|---!010)0]|...14 
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Endlich setzen wir 


« * . ‘ ge ’ * v 
Fin. ©, ”(0, + 4mi,... t im: ; ini. In 


wenn 
m‘ m’ m” (mod.%2). n' nn" (mod.2). 


und nennen den Zeiger v aus 4 und uw zusammengeselzl: es seht hieraus un- 
mittelbar die Bedeutung von 
) Pe 7 
hervor. 
Dies vorausgesetzt erhält man für die durch das obige System von 


Differentialeleichungen definirten Abelschen Functionen. wenn 


plz z—-2)l2—-2)...(2—z, 
und : I oder Il gesetzt wird, je nachdem A, > 0 oder 0 ist 
Ve 1)"g(a,. FIO., 64 Bahn 
4 « . 
- U(O,,...D, 
Can.) 
Ve 1)! (ai + Dr Oo) 
+ ( 
Ua ! 
| ka nf ui 
4 | (L, d,,) x) Re, N F D, v,)U(ı 00 )} 
} Su — a F i ‘ 
® - \(z, a,)(@ A,)p (Xu ) Y ”, v,.JıWı D,)a 
Ad Ad 


wo das Zeichen von = “so zu wählen ist. dass die Grösse posilis wird. 
sg 

während der Wurzel der positive Werth beigelest wird. Die Wurzelerössen 

vR(z,). -.. yA(z,) müssen dieselben Werthe haben, wie die Endwerthe von 


R(x) bei den einzelnen Integrationen in dem obigen Gleichungssystem 


6. 2. 
Transformationsformel der # bei Vermehrung der Argumente um ganze und 
halbe Perioden. 
Ich will nun nach Aufstellung der Definitionsgleichungen für die 9- 
Funetion die Veränderungen derselben untersuchen. wenn zum Argumente « 
eine Grösse von der Form: 


u 4 6 4 7 4 ä u 
40, — 1 (2p,.+m, u 2q Fi )T,, 29: n, Ert 7 »,,?3 


hinzugefügt wird. wo p, qg beliebige ganze Zahlen. mi. »“ O0 oder I sein 
können. Man erhält. wenn man den Werth »“ unmittelbar einsetzt und mil 


Hülfe der in $. 1 angegebenen Relationen die 9- Function umformt. folgende 
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Gleichung: 


[Zi Ä 
F(e, 3m. 0,4139, ); 
nf, Br > FR 4 ) fi \ 
B. da T Im, (21 A 1 1, N m, Tıı 1 | 4 | In T, } Ti } 
{ Q 1 J "ii ! 
No 
y | v\ yt,,) A | [7 3 \' Z l 44 
(Pa w gm) zn, (m m m = (m“ mm 
} (—1)° ie | 
und wenn 
/. TREE 0 TORE vol 
u 0 
} ) ’ v\ 
r (ni  } 
oesetzt wird. die mi. ... m’. ni. ... n., aus den Conpruenzen hervorgehen 
m" m’ -- m“ (mod. 2). n) nn" (mod. 2). 


Wir leiten für das Folgende die aus dieser Gleichung unmittelbar hervor- 


sanze und halbe Pe- 


r- 


oehende Transformationsformel für die Vermehrune um 


rioden besonders ab: 


Li er I } ” | 
(0 +Ppı + Qı Tut GoTror + do trPo tr Tat rate), 


y' Fin i. ER P \ k _| / 
= YJa\-ta tr 4, Tau Tao) m (Pa nr dam) 
n a a ( . . 
( , +(0,...0,); 
und: 
( dt dd ! { 44 44 
30 +3mı +3n, Tat +instus 0, + im! Hinz ot HAndT ,); 
Zın“ wo tiNTat INT, A Sn? (mi -+ m! — m”) — (mi -L mi )n# 
’ a ’ ji " I(0,....0 


Da wir diese Translormationsformeln im Folgenden für die Abelschen Funelionen 
erster Ordnung öfters brauchen werden und sie überhaupt für die Anwen- 
dungen dieser Funetionen unentbehrlich sind. so fügen wir die folsende 
Transformationstabelle bei. nachdem wir noch die genaue Angabe der aus den 


obigen Bezeichnungen hervorgehenden 16 #-Funclionen vorangeschickt haben: 


765 0:) = Y4(0,, da), +0, 9) = 4 —4,0;0,4). 
I. 9b = Io, —41.9—4;:0,0). 40,9), = 99 —4,9—-4;0,4). 
I (0, dal = Yo 4,0: —4;4,.0). 3 (0:0) = —-3,0;0.0). 
(0,0) = 90,0% —14;4,0). (0: 9) I 4.054; 4). 
I, nl, = Fr, —4;0, 4). It: 9 = I I, —4; 4.1 
70,0%), = 40, ©%;0, 4), 4 (0 9) = 40,0; 4,4). 

IF (015 %ı)ı = (01, 954,0), I (0,0 = 9. —4;1.4). 





2 
0.) 4 —4.0%;4.0). I 0. © )34 =#0r.%—14:0.0. 
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Die erste Verticaleolumne der folgenden Tabelle giebt den Index der Grössen. 


) r \ < | u u) i 3 E I 
um welche die Argumente vermehrt werden (halbe Perioden): die mit deı 


al; 


) multiplieirten Kxponen ialerössen lolgen aus der oben anerevebenen Formel 




















= 
, j) 3 
’ 3 1; 
J 
’ 
. 2 
J J 
‘ F 
J J I N , N 
y f J ’ 
F F , F r 
1 /’ 3 
} ’ } N) J 
’ , J 
J 3 I J J 
’ J J J 
’ 3 , 
‘ ’ 
N 1 I I ) 3 
’ ’ ’ z 
J , 
rı 
yA 
. J 
f} ’ ‚ı } , f , 
4 y 4 
4 J 
’ ’ ’ » 4 3 ' ’ 
, 1 J 
+.) ‚) } # ‘ ı 
‚A ) 
) 
} ’ ’ i ! 
I I J 
1; ‚ı 7 
RR 2 
m 


Wir gehen nun dazu über. die Additionstheoreme für die 4-Funetionen 


telbar die für die Abelschen Funetionen 


aufzustellen. aus denen sich dann unmittelbar fi 

selbst ergeben Ich entwickle zuerst eine alleemeinere Form: dl elcht 
zur Herleitung des Additionstheorems nothwendig ist. weil ich dieselbe späten 
ZU Aufstellung der VModulargleichungen hrane hen werdı = [4 entspricht de} 
Formel. die Herr Schroeter für die Wodulargleichungen der eliip schen Funetio- 


nen in seiner Inauguraldissertation *%) entwickelt hat. lch beschränke mich aul 


die Angabe des Resultats. in welchem ich die Modul 


$-Funetion mitaufnehme. 
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Die Hauptformel ist, wenn p eine ganze Zahl bedeutet: 


\ 


(+01, ..-%+%,; Tre Too) (U —POry U, — PO, 5 Plrr---PToa, 


— [u (u 7 -.. Fu 7, )r.«t+rR (ur tu _ 7 )) ?Znila (u +uV )+.. +u (u +v )l 
U 9 1lo N) ı ol oO vD > 1 1 l M m) M 
- N s Sy % .. ek n . 


Ze 


Ip) + prut tu, PTi,) --- (ptl)u, til pr it tu, pT,.)s 
p(p+l)ru,...p(lp+1)r,.) 


/ 


Ip) art ilanTtet Tag)arr- (PH ))e+ilutit HUT) (P+l Tun... (PH 1)r,.)}- 


worin die Summation auf die Indices u,.,..... «, von O...p erstreckt wird. 
Setzen wir in dieser Formel p= 1, so erhalten wir mit Anwendung 


der obigen Bezeichnungen: 


QO./ 
71. 7,)9(ı —01: a ©. Ti... 1 n 


)#(20,,... 20,5; 41,... 4 


(m +%5 ... ur ® r 
"2 Wr Pe. 


0» 
S 


ZI An. BE 


worin 4,» ... tt, die Werthe O und 1 annehmen. 
Vermehrt man in dieser Gleichung sowohl die Argumente «,. ... #, 
als auch ®,. ... e, respeclive um die Grössen 
0 Wr + 40, 


so erhält man: 


FU FG W5 U, t0% 4%, Tr... 1 )Im— O9... U, Oo Tores Top, 


00, 


= Zy2u, +... 2, tw,; tus. 4, , Dr. -2r)Prs 


worin P., von # unabhäneie ist. Es ist ausserdem leicht zu sehen. dass für 
u O 


jeden Index « die Gleichung erhalten wird: 
Hat... HE, Ta A Me a Er Ede 
= ZI (2 +, --- Zu, tw,; lu, 44,, 2Tu.-- 27.) Q,; 


worin Q, von a unabhängig ist. 

Nimmt man für « eine Reihe von 2° verschiedenen Zeigern und eli- 
minirt dann aus den sich so ergebenden 2°? Gleichungen und der ersten die 
2° Funelionen: 


3(2u + %ı; ... 2u,+Ww,; du, ... 4u,, 2T-.-2T,,)» 


so erhält man eine Gleichung von der Form: 
u tr +Ww...0,+0%,+%,, Tı--- 7) Im dis... U, —d,,Tı-..7 
k 1 f 0 09 Il 00) 1 l 0 0 11 00 
= S(0)Il...%,5 Tun. Te) lt W540, Tar-- - Top)a 


worin die Coefficienten (@) noch zu bestimmen sind. 
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Die Bestimmung der Coeffieienten rührt von Herrn Weierstrass her 


und ich führe dessen Methode hier kurz an: 


Es ist klar, dass 9(e,....e,) den Werth Null erhält. sobald von den 
(Grössen £,. 25. ... x, In dem im $. 1 aufgestellten Systeme von Dillferential- 
D \ 


oleichungen mindestens eine unendlich gross wird: denn welchen Werth dann 
auch die übrigen haben mögen. so zeigen die in $. I aufgestellten Beziehungen 


zwischen den 9#-Funetionen und den oberen Grenzen der Inteerale. dass 


jedenfalls unendlich ist. wenn man nur für @ eine solche Zahl aus der Reih 
0. 1.2. ... 20 wählt. dass von den Differenzen 
4,— Ts d,— %» in. a A,—%, 
keine verschwindet: dann ist aber nothwendie 
(015... 0, 0. 
da 9(®,....e,), nicht unendlich sein kann. 


Sind daher 


Gy as un 0 
r verschiedene Zahlen aus der Reihe 0. 1. ... 20 und v<_o. und setzt man 
El \ IM (m\dr 
z un / F,(xz)da n. / F,(x)da 
a nd _ a £ 
aueh YRa@) ebd YR(e 
so sind. wie leicht aus $. 1 zu ersehen, 
Dis We 25 
die Werthe. in welche #,. ®%. ... a, übergehen. wenn vr von den Grössen 
La Zan ... X, die Werthe a,. a,. ... a, erhalten. die übrigen aber un- 
> 0 (£ (4 'r 


endlich gross werden. Hieraus ergiebt sich leieht. dass. wenn man den 
Zeiser. der aus den beiden Zeieern 
I: 3... Be a 


zusammengesetzt ist (s. $. 1). mit «@ bezeichnet, 


hy, % nn 6% 0.) zu (0 
oder 
e 20 — @ | l \ ! ol \ d, ” . 
Kom + +imi"+lmi +e+1m ', ... 0, +4m, + 44m 2 +ami + t+am,': 
20—1 ’ ' « i _ 
en Het... 0 


Journal für Mathematik Bd. LXIV, Heft 1 l 
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Dieses vorausgesetzt heben wir aus den Zahlen O,. 1. ... 20 o beliebige 
heraus. die durch &,. &. ... *, bezeichnet werden sollen und bilden «dann 


aus diesen Zahlen alle möglichen von einander verschiedenen Zeiger von nich! 
mehr als o Elementen. Der Buchstabe & soll dann die alleemeine Bezeich- 
nune für einen in dieser Reihe enthaltenen Zeiger sein: die Anzahl der- 


selben ist: 
—1) 0(o—1)...1 4 


ke - 2 


Das Zeichen & bedeute dann ferner den zusammeneeselzien Zeiver 


€ Wen 75 IE 7 EOBERNE IP 


) einen eanz willkürlich angenommenen. y einen veränderlichen Zeiger, der 
oleich d und gleich jedem durch die Formel de bezeichneten werden kann. 
so dass » 2? Formen annimmt: dann ist nicht schwer einzusehen. (ass 


/ 
I ©; are Pe ER Y 


JE 
wenn y, y' zwei verschiedene Formen von y bedeuten. verschwindet. wenn 
yon =P9 


ist. Nehmen wir nun in der obieen Formel für die 2° Zeiser e die im \or- 


heroehenden mil Y bezeichneten und setzen also: 


3 t0%ı tw, ...u,+0,+Ww)/ ln —dı....U,—t, 
2 (Y)F ls... ,,9 +0, ,+W0,),; 
J Y/7 4 / 
; 
so ergiebt sich (s. $. 1): 
I +0) +%ıs.-. uU,r0%,7 W,)a U ( u /ERERE Fand 7 
S’n" m! 
. a dr : l 
Ss (y)(—1)° Ildı2... U), 9 + Wis... u, + W,)s 
y Sir; \ E / 
Ss(y)(-1)7 9 (u, ..- u), 9a + Wı5-.- + W,, 
4 
wenn 
& u“ m’ 
=, | Pi . 41 \a \ [e 


ist. Bedeutet nun y’ irgend einen bestimmten Zeiger z und nimmt man in 


der vorstehenden Formel = ey, so verschwinden auf der rechten Seite. 


wenn 2, = ...=v,=0(, alle Glieder bis auf dasjenige. in welchem = 7 ist. 


und in diesem redueirt sich der Zeiger 


zur Bestimmung der Constanten (z) nach einer leichten Umformung. wenn 


’ 


By auf ey'y'=e. Man erhält also 


man 7=y' geselzt hat: 


NEID, d)ydlO + W 5... do + Wo); 





37 z I(0,..0). FW, ++: Wo)e 


i 
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woraus sich folgende Hauptlormel ergieht: 
I(V....0),.00,....0).Y u, +0, tw,. u,re,truw)Y3iu—e,. 7 r 
su 1)" Ilka; . 9), ut10,5..-%,4W0,),F (dı% ... © ) Gt. 0) 
Setzt man in dieser Formel -—-r, für v, und dann ww, +, für w,. so erhält man 
I(0....0).90, tw,,... 2. tw). +9....2,+0)9ı,-+mw,. u tw 
Eu -1) 9 u... 0), Hat tw. u.+0,+%,),—0ı. 0) Wir 0): 


nun ıst aber: 
Mn...) 1yerer lo... 
wie leicht aus der oben anresebenen Transformationsformel zu sehen ist. und 


man erhält die foleende Gleichune: 


3(0,...0),.30,+80,,...0,+Ww).4luwFtr%....ute,)I(u+tw,. nm 
Ex er...) +9 tw... 0,40, +Ww,), 904... 0,).,9 (0 1«... W 2 
FE . 2 k / k / / 
p ’ 
woraus man siehl. dass wenn e,e p oder -—. wo p eine ganze Zahl ist. 


die #-Funetionen auf der rechten Seite der Gleichung die Argumente # und 
r sesondert enthalten: dasselbe gilt für mehr Factoren. 


Hieraus ereiebt sich sogleich. wenn 


2er, um my + nit, + +nlı 
2w, um m‘ nt, en "T 
vermehrt werden: 
+0, ...0),,.4 (0 +0 --- 9,4%, ).3 9 (ti --- + 9,), I Urt Wis -- - u, Ww, 
2 -1)77(-1 0999 Hin), UtCıt Ws. U,t0, +0 ,)ya H0...0,), We... | 


wo der Werth (eo, 5%, in jedem Falle aus der obigen Transformationsformel 
unmittelbar hervorgeht. 

Wir stellen für die Abelschen Funetionen erster Ordnung folgende 
Reihe von 16 Additionsformeln auf. in denen wir die 9-Funetionen von den 
Argumenten # mit p, von den Argumenten e mit q, von we mil P, von 
«—e mit Q bezeichnen: jede der aufgestellten Formeln durch die erste divi- 
dirt. gieb! 

alu, +-r,....u,-+r, 
dureh 
al(%ı,... %,)a; al(d,....©, 


ausgedrückt. also das Additionstheorem der Abelschen Functionen erster Ordnung: 


: 
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3,0 = PP 5% FPıpı 9 +PsP5 % 95 + PP gu41; 
4,3, PB = PsPo 95 To + PıPuıdı Yon + PsPı3 95 Qos + PısPa Qıs Q4 
3, 94Pı Os = PsPı 9 914 PoPpoı 9493 — Pr Pr 94a — PrPsr I 9; 
3, PR0$ = PsP> 95 1: —PıPndı et PsPs3G5 13 —PisPur Iı3 Io: 
I du 05 = PsPs Pr 154 PoPos I Qua F Papa Ga go + PP is Qı 
4,49, F,.0 = PsPı 5 4 —PıPuaYı 94 PP: at PsPr 915 In 
I, Fu Puls = PsPor 5 In —PıPo Yı Yo + PP 94 — PP 4154 
HI Pr = PsPpr Go + Pop: 9»: — PıPıs 94a PrPa gg Qi 
I, IPs = P5P 15 I —PıPaQı 94 —PsPo 93 Io + PisPor Yı3 Yun 
9 Pu: = PP Io +PoPı 9495 + PP Jan + Pr Ps Qı3 > 
I 9220 = PP et Ppıp ı RP + PP Int Pi Pa 9159 
Ida = PsPız Io: Jar —PoPagGs Yı —PıPs 92440 + PoiPis 91395 
3, 94P.0 = PPu% YatPpıPpı Yı 4 PP G5 In Pi3Ps 13 14 
3953/30, = P5P30; 954 Pıpadı 94a PP Gb 1 —PrPr 9 ge 
Rh Pads = PsParl: 12 —PoPısgugrtPrPr 92495 — PırPr 91396 
3,9, P4Qs = PsPpaI5 (at Pıpa dı (nt PsPpı B  FP5 Pu Inu: 


Ss. 4. 
Entwicklung eines Productes von #-Functionen in eine Summe solcher Functionen. 
Bevor ich nun zum Transformationsproblem selbst übergehe, muss ich 
noch die Entwicklung eines Productes von #-Funclionen in eine Summe 
solcher voranschicken, beschränke mich jedoch darauf, nur die beiden Haupt- 
formeln mitzutheilen, da dieselben nach der für die elliplischen Functionen 
bekannten Methode entwickelt sind. 
Die erste Hauptformel lautet, wenn 
pr, -.- %,) 


) (4) (4), ‚4 ‚(A)\ 


BR. ., A (!) . ‚Z (1) Bi: Ä 
e hr m, A,rd, on... MM, uU,r74, Ss a:..8, )... (m; uU, rd, n... Mı u,rd, .$ 22. 77 


vesetzt wird: 





S. f | Yy ) 
PR - > [27%. +2n, — (S,Tat'"+% 2) | ern 
er a 
— LC 
ET DET EEE MI (AH +S 
SPATZ TUT SU) Mt rr AS Tat DT) 


en (Ü, FI (ru, no... TU,s "Tjı» PEN TT,.)» 





iD 
.-—- 
— 
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worin sich die Summation auf die Indices »,. ... », von 0,...r—1 erstreckt, 


die zweite: 
p(kıy... %,) 
a | PIFREEER Po. 
ZU. 1 Y\lra, +A,...rua,+A,:— (Sı tl)» :.. S,-+l1,).rt,,- rı 
r? se. 0 x Ü r ; r e m) 
19 [ 


eine Constante und die Summation sich auf die Indices / 


worin C,..1, 
von Ö. r—1 erstreckt. während die in diesen beiden Formeln vorkom- 
1, S durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 


menden Grössen r, 


(1)2 (4)2 
m "tm, = y, 
(1) (h) (4) (A) 
m, d, u = A, 
(1) () (1) (2) ' 
++ +m ss S.: 


l Sa 
Diese Entwicklungen waren nothwendig, um die Mittel zu liefern. in jedem ge- 
voebenen Falle die Transformation. die wir sogleich näher definiren werden. 


auszuführen. 


- 


S. 9. 
Definition des Transformationsproblems für die Abelschen Functionen erster Ordnung 


Sei das System von Gleichungen gegeben: 


en " Y f  ' N y s £ 

5 F,(a)de ye F,(x)da 
u “ U, nn —— Po - a 
2. a—1,2 ‚Rx 


P] 


A, nt — e 
YR) 
do, N 


« Ra 
la 


und bezeichnen wir die diesem Systeme entsprechenden Abe/schen Functionen 


mit p,: sei ferner ein zweites System von Gleichungen: 


en . Yu 
PR: / ha Jan Be = Ze / fs 4 da 
j 1,2. YR («x 


4 u 
yR (x) 
N 


1 
[9 l.: 


PP 


dessen Abelsche Functionen q, seien, und in welchen F(x), f(x) lineare Func- 


tionen von x sind und 
R(x) = A(lz—-a) (2 —-a)(2e —-a)(C—-a;)(c—a,). 


a. d;) (z a dA; (Hd dl, “ 


f 


R,(z) = A'’(2—-a,)(2— a) (x- 
so besteht das Transformationsproblem der Abelschen Functionen erster Ord- 


nung in Folgendem: 
Das erste Gleichungssystem sei gegeben, es sind die Coeflicienten von 
R,(x) und f(x) so zu bestimmen, dass alle Abelschen Funectionen q, sich 


rational durch die Abelschen Functionen p, ausdrücken lassen. 
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Es folet hieraus, dass. wenn wir die Perioden des ersten Systems mi! 
I, I;, 
K.: K 
iKı iR, 
il. ih.. 
die des zweiten entsprechend mit Z bezeichnen, unter obiger Vorausselzung 
die Gleichungen stattfinden: 


KW, — 6%. 4 dA, La+ ailıt d; Lu 
K.; — b,lut+b, La +bilıt+ bil. 
iÄK,, — CoLu+ C, La+ GiLı+6Gi 4] 


RK» — d,bı-+ d, En -— d,ilı,-+ di. 


und 
Is; = a, 1 al» +mil,, "T asil,: 


KK,» = bla, +bila+beilı+t bil. 

iR, = oQlatCclat+Gtlıt Gil, 

iK. = dl, td 2, +4HilL., +d,il.. 
wo jedoch «, b, ce, d so gewählt werden müssen. dass sie den für die Perioden 
der Abelschen Functionen bestehenden Bedingungsgleichungen genügen: 


S(K,.K.—-K.Ky) = 0. 


$. 6. 
Behandlung des Transformationsproblems. 

Der Grad der Transformation hängt. wie Hermite für die Abelschen 
Funetionen erster Ordnung gezeigt hat. von einer Zahl % ab. die auf be- 
stimmte Weise aus den Constanten a, b, c, d zusammengeselzt ist. Hermite 
seht nun in seiner Behandlung des Transformationsproblems von der Transfor- 
malion der 4-Funelion aus und zeigt. dass für alle Transformationen, die zu 
einer bestimmten Zahl % gehören, die %-Function des neuen Systems multi- 
plieirt mit einer von dem Index derselben unabhängigen Exponentialgrösse sie! 
durch eine ganze homogene Function 4" Grades von 4 #-Funeclionen mit den 
ursprünglichen Moduln ausdrücken lässt. woraus unmittelbar durch Division die 
Transformation der Abelschen Functionen hervorgeht. 

Beirachten wir nur den Fall, in welchem wir für die transformirte 


+-Funetion auf Moduln geführt werden. welche dieselben Vielfachen der 
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Moduln der ursprünglichen 9-Function sind oder mit anderen Worten den Fall, 
in welchem die reellen Perioden der ursprünglichen Abelschen Funetionen 
dieselben Vielfachen der entsprechenden reellen Perioden der translormirten 
Functionen sind. während die imaginären Perioden den entsprechenden deı 
transformirten gleich sind. so sieht man. dass diese Transformation der Abe/- 
schen Funetionen enthalten ist in dem Ausdrucke von 


I (5 0 AU Ta ME, 


durch 9 (a1 2... %,, Tyın«»-7,,)., auf dessen Entwicklung wir nun näher eingehen 
Sei zuerst » eine unerade Zahl (wir werden in den folgenden $$ den Fall 


„2 behandeln) und setzen wir in $. 4: 


e | | ö y n N ’ 
Y ur J !ı. 2,90 4 nt —) ER ı 4,7 R 2 
n ’ x’ n s n \ 7 
so erhalten wir nach der ersten Hauptformel dieses $: 
n s—1 N, n—1‘ 

< | Br EEE << | Be De _ Y d 

4 (m, 7 Fu E 5, ) IE ii 7 NU,, HT. ZA 
worin sich die Summalion auf »,. ... », von OÖ, ... n-—1 ersireck! 


Nun sieht man aus dem oben ausgeführten Additionstheorem. dass sich 


ein jedes solches y in eine ganze homogene Function »"” Grades von Y- 


Funetionen mit den Argumenten #,. ... a, entwickeln lässt: denn es ist «die 


Entwicklung nach dem Additionstheorem für zwei Factoren möglich. wenn 


) . r . ii 2.0 . . 
v.+w,=p oder — und p eine ganze Zahl ist: multiplieire ich mit einen 


a 1 
, ’ | p ’ 
dritten Factor, so muss e8,+w,+w,=p oder = sein u. s. w.: da num in 


u 
- 


unserem Falle: 


nn —1 1 n, n—1 n—1 , n, n—1 n—1 n—1 
uhr ul when —— N, 7 








——— nenn m en u 


ww | 


= - 2 ] - - [2 | N no 
n 2n nn 2n n n en 


also gleich einer ganzen Zahl ist, so folgt. dass ein jedes der y durch das 
Additionstheorem in Producte von 9-Funetionen mit den Argumenten ,. 2 


auflösbar ist. — Es lassen sich nun »—1 Factoren nach dem Additionstheorem 
unmittelbar entwickeln. für die Ausführung der letzten Multiplieation jedoch 
muss man die willkürlich annehmbaren Indices d, &,.... &, so wählen. dass 


3 ( 0, 6 wi 


nicht Null wird, diese Function also keine ungrade ist. Freilich treten da- 
durch mehr als 2°? Indices in die Endformel ein. aber wir können ähnlich. 


wie es Hermite für die #-Functionen mit zwei Variablen eethan hat. schliessen. 
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dass vermöge der unter den Functionen 9 stattfindenden Relationen nach Ad- 
dition der einzelnen Posten nur 2° solcher Funetionen in dem Endausdrucke 
übrige bleiben werden. 

Aus der obigen Formel wird nun unmittelbar 


FI (MU... NU,, My: -NT,,) 
hergeleitet. wenn für », 


1) [#4 f I ! 1 1} (t 
A, 4m, Kam Tat tim, 


veselzt wird: zwei solche Ausdrücke durch einander dividirt eeben dann: 


al(nı.... MU, MT... MT), 


ls rationale Function von 
) 


(dry -.. %,5 Tre Too)B> 


deren Zähler und Nenner ganze homogene Funclionen »"" Grades sind. 
Für die Abelschen Funetionen erster Ordnune folet bei einer Transfor- 
mation dritten Grades: 


f I ı\ < 9 9‘ A/ / 414 
It rt) ut rt) ++, u) +3) Il, +2 


j4 


I, +4) +4, +3)9 (u, -+ 2.0) 


C.9(3u,, 34, , 37,1, 31, 372). 
worauf die in der oben beigefügten Tabelle angegebenen Additionsformeln für 
die Abelschen Funetionen erster Ordnung unmittelbar anzuwenden sind: es 
käme nur noch darauf an. durch Substitutionen Gleichungen herzuleiten. aus 
denen dann durch Elimination der Grössen 


34,4) (0,4), etc. 


die Modulargleichungen folgen, mit deren Hülfe dann wieder die Werthe von 
34,2), ete. ermittelt werden können. 

Um dies deutlicher zu machen. wollen wir auf diese Weise die Mo- 
dulargleichung für elliptische Functionen, die einer Transformation dritten 
Grades entspricht, herleiten. Die der obigen analoge Gleichung heisst dann. 
wenn wir die $-Function für die Nullwerthe der Argumente nur mit dem 
Buchstaben 9 bezeichnen: 


9.4.4930. 37,5, = III ANNIE, 


I 


woraus folgt: 
95.4.9330, IT), = III AN Iu Fu 


9.41.3030, 37), = II (u IAN- FU. 


en 1.) 
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[ . 


jezeichnen wir die 9-Funetionen mit einfachem Modul mit 9. mit dreifachen 


mit 9. so erhält man. wenn man v0 setzt: 


Te, I) 
0%» IA —- II 
0», ION —- IH 
VD, HI — MIN’ 


0 


oder in Folee der Relation: 


” ] 7 ) ' . 
V Fr Ö, 1) i | 
V, F v9 ’ 


also die bekannte Modulargleichung:: 
Yka+ykıı, = 1. 
Zur bequemeren Entwicklung der Modulargleichungen der Abelschen Funetionen 
wenden wir jedoch die oben zur Aufstellung der Additionstheoreme benutzte 
Formel an, wie es Herr Schroeter für die elliptischen Funetionen gethan hat. 
und nennen die Gleichungen, welche zwischen den ursprünglichen und den 
translormirten 9-Funectionen für die Nullwerthe der Argumente bestehen. 
Modulargleichungen. 
$. 7. 
Modulargleichungen für die Transformation dritten Grades. 


Man erhält leicht durch Zerlegung des Ausdruckes der 9-Funclion: 


Pi zu (80; :-- 20,5 4a; .. 4, , Atu.. Ar, 
worin den Grössen u,. ... «a, die Werthe O und 1 beizulesen sind: um nun 


die #-Function mit vierfachem Modul durch die mit einfachem auszudrücken. 
machen wir in der letzten Gleichung der Reihe nach die 2°-1 Substitutionen: 


0— 4, 0% ..- 0,3 0 02 + 0,5. u 9 — 4... PRRET "us 9E vuz SWREE Mau - 


es geht alsdann die 4-Function auf der linken Seite der Gleichung in solche mil 
den Indices 12. 34. ...20o—1 20 und den aus diesen bis zur 0" Klasse com- 


binirten über nnd es nehmen die daraus entstehenden Gleichungen die Form an: 


Henn) = =(—1)" (20, ... 20,; 4u1,... 4u,, Ir... 4 
Ft. + Üo5 Tor Tog)3a = 2(—1)"9 20,; ... 20,5 all. de zit , dr, hı 
F (019... 0,, Tu: To)aa = Z(—1 IR 7 2013 --- 20,5; 44: ... >,» Bun. hl ’ 


ir 
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addirt man nun alle diese Gleichungen zu der ersten oben aufgestellten. so 
[allen auf der rechten Seite alle Glieder mit Ausnahme des ersten fort und 
man erhält folgende einer bekannten Formel für elliptische Functionen analoge 


Hülfsformel: 


3 (2013... 20,, dt... 47,,) : rw PO: 0, Te Toa)as 
worin der Zeiger «@ die Werthe 00, 12, 34. ... 20—1 20 und die aus den 
letzten o Indices bis zur o"” Klasse combinirten Werthe annimmt; verallge- 
meinert heisst die Gleichung: 
| | zum 
I (v5. 80,5 Ey. du, Ir... Ar) = 3,1) . 05... 0,5 Tr Tag)e 


Setzen wir nun in der am Anfange des $. 3 aufgestellten Gleichung p = >». 
so erhält man: 


Ind... 09,5, Tr: 7) Il — 3015 -.. 4, — 30, , Tu. 3T,,) 


[2 
S 


») ‘, rel u Ca U te H,T10) r..F ugiM, Tl Fu Kotoo)l Frilu, (%, 4 v) ho... ru, 7 v.)1 
u 
ft ‘ ) | ‘ } ” ‘ . » 
IA HIT te ti, Ta, tt tt 3u,T, 12711... 127,,) 


<I An, HT te UT 40 HT tu i ol 0 TFT. 4ı T0)} 


worin den Grössen 4, ... &, die Werthe 0, 1. 2. 3 beizulegen sind. 

Substituiren wir, wie oben, für «, «,—}! etc, addiren die so enl- 
stehenden Gleichungen und führen die mit Parametern versehenen 3-Fune- 
tionen ein. so erhalten wir folgende einfachere Gleichung. in der u,. .. « 
die Werthe O und 1 annehmen: 


ZI +05 ...%, 40,5 Tu---Ty)a Ha — 3015 u, —I0,, Tr... dTgo) 


ı 
> 


229 dns... 40,5 3413... 24,5 127,1...127,,)9(Avı5... 40,5 30012. .44,,4Tuı.. AT.) 


dd 


wo «@ die schon oben angegebenen Werthe erhält, und die #-Functionen auf 
der rechten Seite der Gleichung die Indices O1, 23, 45, ... und die aus 
diesen bis zur 0" Klasse combinirten Werthe haben. 
Wendet man auf die eben erhaltene Gleichung die vorher entwickelte 
Hülfsgleichung an, so erhält man nach einigen Transformationen: 
ZI t0, 405 Tr Ta) (Ur — I... 4,30, 3... ST, 
en 2, + Ö 
ZSu,m, Su,m, 


l ” j \ E / ‘ \ / 
2.7 a (= -1) ’ HR 2U Tg. dT elrl- -1) . I R014.. 20T Tgo)öf- 


wo die Zeiger y, d die Bedeutung des « haben. 
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Nun ist leicht zu sehen. dass alle Glieder mit Ausnahme derjenigen. 


in welchen = 0 ist, wegfallen. und wir erhalten. wenn 


”, ! © 0 
sesetzt wird: 
Br: 
EI (BU. BU, DE EI Oro. 


wo e die nunmehr feststehende Bedeutung hat. 
Diese Gleichung lautet verallgemeinert: 
Er. 0 ee SE SEE 


oy@alı 


. 


[2 i£ 
N 7,1, 


a 
z&(—1)° PR BE DE En O are. €), 
Giebt man nun den Grössen m}. ... », 30—3 bestimmte Werthe mit Aus- 
nahme der Combinalion: 
[73 4 44 
n, —=n, wu 


so erhält man die zur Transformation dritten Grades eehörisen Modularelei- 
chuneen (für den Fall. dass sie auf dieselben Vielfachen der Moduln führt) in 
loleender Form: 

ZI... 0, u BT at 
a.) En,m, 


2(—1)° Id... BO rt, 


(dt 


Für die Abelschen Functionen erster Ordnung lauten die Modulargleichunsen. 
wenn die $-Functionen mit dreifachem Modul mit 9 bezeichnet werden, fol- 
sendermassen: 

0.9, +0,95 = IH III 

0.8.38, 9, = a9 -9,9:4 II. 

IE = U -i-Ir9 
Es lässt sich für die Abelschen Functionen beliebiger Ordnung bei einen 
Transformation dritten Grades von der oben angegebenen Beschaffenheit eine 
Modulargleichung aufstellen. die ich hier noch besonders hervorhebe: 

Legt man nämlich in der Gleichung (a.) den Grössen »,. », alle 

möglichen 2°—1 Werthe bei. indem wir wieder 


dA [7 


N; wa GE 2 1 n, == () 
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ausschliessen, und addirt alle so erhaltenen Gleichungen, so findet man aul 
der linken Seite alle #-Functionen mit Ausnahme derer, welche die Indices 
00, 12, ... 20o—1 2e und die aus den letzten o Zeigern bis zur oe" Klasse 
eombinirten haben. rechts dagegen kommt jedes der letztgenannten 9 2° —-1 mal 
vor mit dem positiven oder negativen Zeichen versehen; da nun. wie leicht 
zu sehen, 


S" 9, ma 
y' / ! 1 ag 1 zu . i 


— \ J 
4 


ist. wenn 2/ =, =Ö ausgeschlossen ist, und nur das 9, worin = =m, = 0) 
ist. 2°— I mal vorkommt, so erhält man, wenn wir alle 9, mit Ausnahme von 
$ auf die linke Seite bringen, die Gleichung: 


fi (R « N r \ 

20: RRRe | "AUGEN: TE 5; ' SE | ME SUREUMER ‚MER SEAN h. . i 
I HIT _ 17 2570 4. den für alle Indices ebenso vebil- 

0... Eee BO 





deten Ausdrücken = 2’—1. 
oder in Worlen ausgedrückt: | 
„Die Summe der Producie aller Abelschen Functionen o"" Ordnung 
jür den dreifachen und einfachen Modul (für die Nullwerthe der Argumente) 
ist eleich 2°—1.” 
Für o=1 folgt: 
0, 9»,690, 4%, 
9, 
oder die Modulargleichung für elliptische Functionen: 


- Yhıkı 1. 


$. 8. 

Die Transformation zweiten Grades, welche auf doppelte Moduln der 

”-Functionen führt. 

Nachdem wir die Art der Behandlung des Transformationsproblems für s 
einen ungraden Grad auseinandergeselzt haben, wollen wir nun auf die Trans- 
lormalion zweiten Grades genauer eingehen. 

Nach der oben entwickelten Formel war, wenn 4, ... «, die Werthe 


VO und 1 beigelegt werden, 


, N “ | \Q/ “ “ \ 
(u 4015 .-. u,+%,; Tu-- 7) 0 > -- U, — ©, Tıre--T,,) 


“. 


I (un... 2U,5 ds dl, Te 27,,)I (2015 20,5 lan dl, Te ST.) 


dd 


woraus man nach ähnlichen wie oben gemachten Transformationen die fol- 
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oende Gleichung erhält: 
3 (2u, Yo... eu, D 27T, .. .2T,)%8 (2v, Yo. 2v, . Deu .. 


| 
v [4 f 1} 
57 = 7 +0%..:.. 40,5 Tu---T, Ja 9 eis N Ein 
in der « die schon mehrfach angegebene Bedeutung hat; verallgemeinert heiss! 
diese Gleichung, wenn m,. ... m, ganze Zahlen bedeuten, 
32 + im, ... 2u, + imo; din. dir,, ra. PT, 
<3(2o, +imi,... 20,4 1m; Lu, ... 4u,, Tu... ZT 
Sun | 
-3(—1)« Yu to, +4mi...u te +1m‘ T 1.7, I. 9... 9 Tr. 7 
yi / \ 14 I y 19 0 0 y- 02 11 00/@ l l o ‘ ll 4 


Man erhält aus dieser Gleichung unmittelbar die algebraische Trans- 
formation, während die Modulargleichungen sich unter ENIOIIEee Form ergeben : 


amin..- 4m.5 duıy --- 2,5. Tr. RT,o) 


1 - ‚ur ma 


= ll) 30, 7.0 ee de 





wo « die oben angegebenen Werthe hat und 


a \ 


m“’ 


== + m! 

u / 0 

4... (mod. 2 
. u tr 
$. 9. 


Ausführung der Transformation zweiten Grades für die Abelschen Functionen 
erster Ordnung. 

Wir wollen in diesem $ für die Abelschen Functionen erster Ordnung 
senauer auf die eben behandelte Transformation eingehen, welche Herr Richelot 
von einem ganz anderen Gesichtspunkte aus (durch Umformung der Integrale) 
im 16'" Bande dieses Journals behandelt hat; wir betrachten nur den Fall. 
der auf doppelte Moduln der 9-Function führt und der die der Landenschen 
Substitution für elliptische Functionen entsprechende Transformation liefert. 

Für die Abelschen Functionen erster Ordnung ist nach Alermite bei einem 
gegebenen Grad % der Transformation die Zahl der nicht aequivalenten Systeme 

1+ k + k" -- k’ 
also in unserem Falle 15. 
Seien die Moduln der 9-Function des zu transformirenden Systems 


Ts Ts Ta, des transformirten 7,1, Ti. Ta, So heben wir die iolgenden vier 


w 
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einfachsten Beziehungen hervor: 


Tn= 4a, Ta = dr, Ta = 372, Ta = In. 
Wir werden uns mit dem letzten Falle beschäftigen und stellen uns nun fol- 
sende Aufgabe: 
Es sei gegeben: 


ey | *\ / 
IR) 4 RW 


l Y, l 
ef Ar: 
4 VRQ 4 VRW 


R(y) = yA—-y)A— ey) A—ly)i—m’y): 
es soll dies System durch eine Transformation zweiten Grades, die auf die 


doppelten Moduln der #-Function führt, in das folgende: 


u Fa Fe 
| ıR We YR,@) : 


0 N \*) I 


Aly-+öz)d ) S((y+öz)dz 
u = nun Er 
YR,(z) 4 YR,(z 


0 l 





























transformirt werden (s. $. 5), wo 
R,(2) = z(1-z) (1-2) (1—-4z)(1— uw‘ z 
Da es. wie leicht zu sehen, nur darauf ankomm! 
(2015 202, 215 2Tıas, DT, 

durch I(2,, ©. Tyı, Tja. 7) auszudrücken, so entnehmen wir den Entwicklungen 
des vorigen $. folgende Gleichungen, in denen wir die $-Functionen mit doppel- 
ten Moduln mit # bezeichnen: 

10, O(2r,. 2v;); (0, 95+9(0,9,+F (0, 9)a +9 (01, %)4- 
19, 0(2v0,, 20) = 29 (0, 9) (dı, 9%); +2I (01, %)12F (dr, 92). 
16, H(2r,, 20) = 23 (01, %)49 (015 9); — 29 (©, 0%) (01, &2)o= 
10, 020,, 20), = Ho oe +0 Ian) 
46.10 (20,, 2%)ı = Id, 9) —-I(0,, 9-9 (0, 9)R 
10,0 (20. 20)» = 29 (01, ©%)2F (015 ©); -—24 (0, da); 
40,0 (2v,,20)2 = 23 (015 %)a (015 %2); + 24015 9a) (dı, Co)o> 


I 


+3#(0,, 02)34» 


e ee 


PR Oi. e) Jo» 


> Ze 


40,6 (2, 20:)3 = (01, 9) +4 (015, 91-901, 9) — Flo, %2)3 
16,,0(2v\.. 2v2)33 — 24(0,, %,)4 94 (01. %)5+ H2F(D.. %)2 (01, Br)u- 


& 
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Bevor wir zur Bestimmung der Moduln übergehen, schicken wir die Bemerkung 
voraus. dass 6 der 9-Functionen für die Nullwerthe der Argumente ver- 
schwinden, nämlich: 

I, 9, In Iu Is Im. 


Nun ist ®): 





9 a" e..,08 #°._,9? 
“=, V- — WM Lt, 
ER in Ef „0? 0°?.,0° 
01 5 0) 12 
0.:0%, er 07,0? ' 0°.0%, 
ea, Neo. MM: ME 5 
A A MT 9 ,0° 
oı 12 01 ı 2 
Er se 6, h 7 ..0,0° 0 .,0.,;0° 
a — 4 > En u: a 14 A in 1 Ti i 13 314 3 
u ®. e.0 di 0: ee a FE 
wo Z,, 4,, u, nach in Richelot durch die Gleichungen bestimmt sind 
A ni 2 e 
u; ”— ur, 
ae me 2 


Führen wir nun mit Hülfe der oben aufgestellten Gleichungen statt der mil 
doppeiltem Modul die 4 mit einfachem Modul ein, so erhält man: 


u (3° — F,,) — Ya — ER ( - 33) 
R gg, 'w Q,2 \2 / 2 2 \2 02 | 2 
(0° 1 e.; — -(9 778 J, F 


wie sich nach einigen Transformationen ereiebt. in welchen die von Herrn 
Rosenhain für die #-Functionen mit den Nullwerthen der Argumente aufge- 
stellten Relationen, auf welche ich jedoch hier nicht näher eingehen kann, zu 


benutzen sind. Ebenso erhält man nach ähnlichen Transformationen 














1 II HIN I III NFI 
INH I IQ 9,4 ee 9,—9,)(9,+9% 
Een 5, 3, ur 79°] H,tY;, (9. 3, 3, en 3, rI9°.) N, 


oder wenn man statt der $-Functionen ihre a durch e. !. m ausve- 


2 m— c, 
m + | Fr 


22 1—m m —cl m, el} Em 
en mt el, m, el- -m.mı ” 


drückt setzt: 





1- m, m, — cl mel — Me Mm] 


ww = 5 nn  — 5 
1-- m, mc, | m ‚ci+ mM 





par 3 


*) M&moire sur les fonctions de deux variables et ä quatre p£riodes 
G. Rosenhain. 19540. 
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also genau diejenigen Moduln, welche wir in der Abhandlung des Herrn 
Richelot Band 16, 8.275 finden. 

Untersuchen wir nun die algebraische Transformation selbst: 
Um unsere in $.1 zwischen den 9-Functionen und den oberen Grenzen der 
Integrale aufgestellten Relationen anwenden zu können. müssen wir die In- 
tegralgrenzen in den beiden in diesem $. aufgestellten Gleichungssystemen, die 
wir nach Herrn Richelot gewählt haben, um die Resultate unmittelbar verglei- 


chen zu können, ändern. Man sieht leicht. dass in dem ersten Gleichunes- 
system. wenn wir: 
1 1 1 
Ad u E ad — m. 9 (dl, — 0 - Il. d 0) 
0 m? l [? ? r? d; 4 


setzen. die unteren Integrationsgrenzen 


werden. wenn wir zu u, 








ef" 2 4f" a, 

I, VRW 5 VRy) 4  YRW) 
zu 4 

/ “os ydy . / ay dy „ ie ydy 

ao 7 Mo I To 


addiren. oder wie nicht schwer zu sehen ist. 


os, um —3—J7,-+47, 
vr, um — 3 — 37. +47 


vermehren. 
Ebenso werden im zweiten Gleichungssystem die unteren Grenzen 


1 
da, — 7? dz = 1 


werden. wenn wir zu u, 











f (@ + 92) dz 
YR,@) 








13 
zu u: 
Fi (Y--0ö2)dz 
A YRG) 
addiren. also 
co, um 
cv, um 


vermehren. 





ei (@-+ P2) dz 
T YR,(z) 


er 
T } R, (%) 


L— 47, 
1 ee‘ 4T;ı 
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Es sind also nun die 9-Funetionen durch die im $. 1 angegebenen 
aleebraischen Ausdrücke zu ersetzen. nachdem auf sie im ersten Gleichunes- 
system die dreizehnte Substitution der in $. 2 aufgestellten Tabelle. im zweiten 
die achte Substitution angewandt ist. Wir könnten sodann aus den oben auf- 
vestellten Gleichungen die Transformation unmittelbar herleiten: doch würden 
theils die Ausdrücke zu complieirt, Iheils würde eine unmittelbare Vergleichung 
mit den Resultaten von Füchelot schwierig sein. welche die Ueberführung eines 
Integrals des ersten Systems in die Summe zweier des zweilen Systems liefern: 


wir wollen also in dem ersten System 9, = 1 setzen und erhalten dann: 


yA—u’z )A—u’z, VA.A,.A, Ö(?v ‚2, 
2 r g OD PR 
YA—A’z)(1—A’z, Yu.u,.u, Ver, ,=v, 


F(0,,0,),,9(0,0,).—#(v,v I(v,.v 2 


a # > Ex 2 2 l 2/1 r 4 
F(0,,0,),,9(0,,0,), +90 ,0,),9(0,,0, v, 
führen wir mit Beachtung dessen. was eben über die Inteeralerenzen »esao!l 
wurde. die alsebraischen Ausdrücke ein. so erhalten wir nach einiven Umfor- 


mungen, auf die wir hier nicht näher eingehen. 


YA— u’z )i—u’z,) em, — Im, u,.u, 99,49, Miu, 
- — 7 = i Fr = y ya eg A 3 Mi ” - 
yd-2z)(—2z) mA Im, Ach I, TU, U, Arch, 
0, Pı-M, MS. u 
Ge er, zZ 
also ergiebt sich 
(A1—u’z )A—u’z,, u‘ 
1--/2 )1— 42, ) 
oder 
1 i oa a . 
32; —= —— (8. Richelot, Band 16, S. 252. No. 35) 
u 


Ebenso erhalten wir: 














v1—-#z)1—x'z,) yAu, O(2v,, ?r, 
BEN; anna Wr 7 ang —— Zu. 0. 
YA—s)(i—3, \R.u.% d(2v,,2v,),, 
\ 2 2, Z # 
C ( QGf ‘ 
er, v,), 40, 9,), TV ZELFITWAUFRRZ I 
u) Ze d,)o F Ur 0,5, \ Utz)ıa J UERZPET 0 


ähnlich wie oben ergiebt sich: 











A "2, I #4) jr, 4, .% o,i+te| | | cl, yı) 
ra; Wr u - ass: er u Zur \ 
] 1—z, )\1—z, | u 0, ! iz Ze cl, / 
M ru. $ F- Were ‚1 A1—c, ,)y,) _ Abe 3 La ) B- gl Y, | 
4, u; I J, 3,9 41— A 76 ’ Y; hit, I. 1- 14 ce, , Y, 
h 
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oder 


(d—x’2)1—xz,) _ .„J1—-(l-el)y | das ww. a2 am 
Er, er ya z I-drel)y) (s. Fichelot 8. 282. No. 36, 37): 


aus diesen beiden eben gewonnenen Resultaten ergiebt sich für die Gleichung 





\ 


va R Be a A dy 
Yrd—pd—ey)A-Py)A—m’y) 


0 


# (a -+ fz)dz /” (@ -+- Pz)dz 
v» dA—z)1—r’z) 1 — Az) i— u’) Y»A1—3)1— #3) 1— 2’2) A— u’z 


4 ) 1 2 














die algebraische Beziehung: 
Fr m, er) A—my)y, - Yy,) Am? 1- (A — My, ] [2 rei) A-+m, \ 0 
y,(1—y,)(m, —c 1 )’CG—m,)’ m —c1)d 3 


(m, —c, IL) 1—m,) 
während die Moduln durch die oben angegebenen Beziehungen ausgedrückt 


-- - 
„ l - 





sind. Die Grössen «, 5 werden durch algebraisches Einsetzen der Substitution 
bestimmt (s. Aöchelot 85.281, No. 34). 


Ebenso erhält man: 


E dy ii (@ -+- #2) ds ii (+ P2)dz 
Ta 10 a a TO 10 
wo zwischen %. 2, 3, dieselben Gleichungen wie die zwischen y,. 2. 3: 
eben aufgestellten bestehen. Addiren wir diese beiden Gleichungen und ver- 
wandeln rechts die Summe der vier Integrale nach dem Abelschen Theorem 
in die Summe zweier, so ist durch zwei quadratische Gleichungen die voll- 
ständige Transformation hergestellt. 

Wir sind somit von den Relationen, die zwischen den transformirten 
+ - Funetionen bestehen, ausgehend zu denselben Resultaten gelangt, welche 
Herr Richelot durch unmittelbare Transformation der Integrale hergeleitet hat 
und erlangen hierdurch eine deutliche Einsicht, weshalb bei den Adbelschen 


Integralen erster Ordnung nur von einer Transformation eines solchen Inte- 


orals in die Summe zweier derselben Ordnung die Rede sein kann. 


Greifswald. den 1. April 1864. 
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Ueber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten 
rationale Funetionen eines Parameters sind. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


DD. Classe von Abelschen Functionen. mit welcher eine aleebraische 


N 1l.n 2 


ebene Curve x" Ordnung zusammenhängt. wird durch die Zahl p = 


bestimmt. wenn die Curve keine Doppel- und Rückkehrpunkte besitzt. und 


ich habe im 63°" Bande dieses Journal pag. 159 eine Reihe von Resultaten 
angeführt. welche sich auf diese Bemerkung stützen. Dabei wurde vorzues- 
weise der Satz benutzt, dass die Summen gewisser Abelscher Inteerale immer 
verschwinden. sobald eine Reihe von Punecten der gegebenen Curve den voll- 
ständigen Durchschnitt derselben mit einer andern alvebraischen Curve bildet. 

Wenn nun die Curve Doppelpunkte oder Rückkehrpunkte besitzt. so 
erniedrigt sich der Werth von p um die Anzahl derselben: die erwähnten 
Inteorale gehen zum Theil in Abelsche Intesrale niederer Classe über. zum 
Theil aber auch in Integrale dritter Gattune. Die für die vorlieeende Unter- 
suchungen wichtigste Folgerung aus diesem Umstande ist. dass zwischen den 
Periodicitätsmoduln der modilieirten Integrale lineare Relationen eintreten: und 
es ergeben sich daraus Erniedrieunsen für die Zahlen. die ich a. a. ©. für die 
möglichen Lösungen der behandelten Probleme vefunden habe. 

Statt die aleebraischen Curven nach Ordnungen einzutheilen. und in 
diesen Unterabtheilungen zu machen nach der Anzahl der Doppel- und Rück- 
kehrpunkte. welche dieselben aufweisen. kann man dieselben in Geschlechter 
eintheilen nach der Zahl p: zu dem ersten Geschlecht also alle diejenigen 
für welche p=0. zum zweiten diejenigen. für welche p = 1. u. s. w. Dann 
erscheinen umgekehrt die verschiedenen Ordnungen als Unterabtheilungen in 
den Geschlechtern: und zwar kommt jede Ordnung in allen (reschlechtern vor 


„—1.2—2 
d.h. 


bis zu p —  — — 7, wo dann die allveemeinste. von Doppel- und 


Rückkehrpunkten völlig freie Curve »"" Ordnune ihre Stelle findet. 
Die zu demselben Geschlechie eehörieen Curven kann man. wie a.a.0. 
oezeiet ist. auch dadurch definiren. dass ihre homogenen Coordinaten sich als 


rationale ganze Funclionen von zwei Parametern s, z darstellen lassen. zwischen 
6" 
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denen eine algebraische Gleichung 

f(s,3) = 0 
besteht, die eine entsprechende Classe Abelscher Functionen begründet. Ins- 
besondere für y=0 kann man s durch z rational ausdrücken; für y=1 er- 
fordert diese Darstellung die Quadratwurzel aus einem Ausdruck dritten oder 
vierten Grades. u. s. w. 

In diesem Aufsatze werde ich mich mit dem ersten Geschlechte be- 
schäftigen, für welches p =0, für welches also die Doppel- und Rückkehr- 
punkte die ihrer Ordnung nach höchste erreichbare Anzahl besitzen. Diese 
Curven hat Herr Salmon bereils in seinem „Treatise on higher plane curves” 
kurz discutirt (p. 94). Ich werde einige weitere Eigenschaften derselben 
angeben. 


x . n—1.n—2 
Dass jede Curve 2» Ordnung. welche aan unse Doppelpunkte be- 
sitzt. wirklich die rationale Darstellung ihrer Coordinaten durch einen Para- 


meler gestaltet, sieht man auf folgende Weise ein. Durch die Doppelpunkte 


h,.A3 n-1.n.—?2 N i " 
und durch "ea: ee andere Punkte der Curve ist. wenn h<n. 


eine Curve A" Ordnung vollständig bestimmt. Damit diese Punkte zugleich 
den vollständigen Durchschnitt beider Curven bilden, muss 


5.543 s—1,.0—2 


size: sch hn 
sein. d.h. A=n»—l oder h=n—2. 
Legt man also ein System #-+4e =0 von Curven (»— 1)" Ordnung 


durch die Doppelpunkte und durch 2» —3 feste Punkte der gegebenen Curve. 
so schneidet jede Curve des Systems die gegebene noch in einem beweg- 
lichen Punkte. Man muss also die Coordinaten dieses Punktes durch 4 rational 
ausdrücken können. 

Legt man ebenso ein System a+4e = von Curven (»— 2)" Ordnung 
durch die Doppelpunkte und durch »—3 feste Punkte der gegebenen Curve, 
so schneidet abermals jede Curve des Systems die gegebene Curve nur noch 
in einem beweglichen Punkte. und man kann also die Coordinaten dieses 
Punktes durch 4 rational ausdrücken. 

So kann man also diese Darstellung auf zwei verschiedene Arten in 


jedem Falle sofort leisten. 
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Die Singularitäten derjenigen Curven, deren Coordinaten rationale Funetionen 
eines Parameters sind. 


Betrachten wir eine Curve. deren homogene Coordinalten in der Form 


ausdrückbar sind: 


a - fi A Mi 
1.) > (A, u), 
a f(4, u 


wo fi» fi, A ganze homogene Funclionen x" Ordnung von A und «u sind. 


welche sich nicht als homogene Funclionen niedrigerer Ordnung von zwei 
Jedem Punkte der 


\li- 


vsanzen rationalen Funclionen von A, « darstellen lassen. 
Curve entspricht dann ein gewisser Werth des Verhältnisses - „ und im 
vemeinen auch nur ein einziger. Die Funetionen fi. f- £ dürfen als von 
einem allen gemeinschaftlichen Factor frei angesehen werden. Die Curve is! 
daher von der »"" Ordnung, da jede. Linie 

U, FC + %X5 + U,%; 0 


sie in den » Punkten schneidet. deren Parameter sieh aus der Gleiehunse » 


(irades: 
2, a, fi u; f3- u;f; U 


eroeben. 
Die Gleiehune der Curve in Linieneoordinaten findel man. wenn man 


die Diseriminante von /2.) bildet. also wenn man A und « aus den beiden 


Gleichungen 


of, of; of; 


U — +% —— + — 
ad \Mı ob, De) De ob, 
3.) Ber Ne u Hi 
of, CE 5, of. 

Pe + U; I; 0 
ou OU Vu 


eliminirt. Diese Discriminante ist im Allgemeinen von dem Grade 2(n —| 


und also die Curve im Allgemeinen von der 2(»—1)"" Classe. Aber ins- 


besondere können solche Werthe von 4, u existiren. für welche 





öf öf 
/ HT, =m A d,. 
oh OU 
|, of, of, 
4.) (Te E == 
i ch OU k 
of of. 
2% = m ; 8. 


oh OU 
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ud + WA, - ent- 


i Li 


Die Diseriminante muss dann nothwendig den Factor 4, d; 


halten. durch dessen Verschwinden beide Gleichungen \2.) befriedigt werden. 
Die « sind nach (1.) die zu einem solchen Parameter _ gehörigen Coordi- 
naten. Ist 2 die Anzahl von Lösungen, welche die Gleichungen (4.) zulassen. 
so ist die Classe der Curve 2(n—1)— 2. 

Aus den Gleichungen (3.) ergeben sich für die Coordinaten der Tangente 
(oder für die den Gleichungen (1.) analoge Darstellung der Curve in Linien- 


eoordinaten): 


ou ch Ah _ Mh A 
IN I oA ou O1 ou - 
> OU % eh _h 
" pe oh ou oA ou 
of, of I of 
ı OU; oh Bi A > of; T: 
oA ou oA ou 
so dass die Gleichung der Tangente folgende ist: 
} Aa SR: 9 
of of: of; 
" oA 6 6 0. 
Ah 
OU OU fi u 


Dieser Ausdruck wird unbestimmt. wenn 4. u ein System von Lösuneen 


der Gleichungen (4.) sind. Dividirt man aber in der Gleichung (6.),. welche 


für den Augenblick dureh (22 =0 bezeichnet sein mag, zuerst durch einen der 


Coeflicienten. so nehmen die anderen die Form 9 an. und indem man dann 


nach der eewöhnlichen Regel entweder nach Z oder nach « dilferentiirt. mil 


!em redueirten Nenner aber wieder heraufmultiplieirt. findet man die (Gleiehune 
0.2 42 


0 oder 


der Taneente in der Form 7 0. oder endlich. wenn p. q 
Ch OU 


heliebiee Grössen sind. in der Form 


om; OR 
I re 0. 
0 FT ou 


Die Ausführung für die Funetion (2 eiebt dann: 


X, ‚# in | 

| 

Bi ; of of, of, o’f. OF; | 

a a A 
| ob okou o4 ohoW ob ChOu | 
A N a IE a, 
EI Br, Produ q om Pro I ur | 





N 
1 


= Ban ze ns = ee nenn 2 GG zul un —— KR 
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oder. was dasselbe ist: 





- — Er ( 
of ol OA ! 
> Be A _,, 
() okhou oAdu cohou rq 
of, ( / of, p° 
ou OU ou 
X, \ X. 0 
Nun kann man die Gleichungen (4.) auch in die Gestalt bringen 
Oo” E , ( sf / 
13. I: lu— mi) — L mu - VÖ. 
| oA OAOU OU 
P F aa oO’ x . 0" E Oo” 
5; l.— f: - lu— mA) — E m u / V 
OA ohkOu Cu 
o’f ‘ of oT 
FR 1; + [Fu BA) FR mu 0) 
Oh ORAOHU OU 
Aus diesen Tfolet. dass erstlich die Determinante 
YA 
| O4? olou om‘ 
u en > hr en 
OA ( AOU OU 
of; of; of 


ok  okou ou 


für die betreffenden Werthe immer verschwindet: und zweilens. dass sich 


[7 
immer drei Grössen r,. 7). r, So bestimmen lassen. dass 
oA . 
— li.r, 
Oo fi 
Fear” 
oA 
oA / ! 
2 nn \ (dl De mis. ! 
0 i 
U 
okou 
oJ 
—m — mu .r,. 
„ of 
CO I 2) 
ou 


Durch die Einführung dieser Werthe geht endlich, mit Uebergehung eines un- 
wesentlichen Factors (pA—qu)(pl-+-gm) die Gleichung der Tangente für einen 
solchen Punkt in die bestimmte Form über: 

(10.) X,ırn +A,.rn + A;r; 0. 
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Doppelpunkte der Curve sind diejenigen, für welche zwei Werth- 
systeme A. u: 4, 1 dieselben Werthe der Coordinaten ergeben. Man hat 


also für sie 


3 
(“la “fi(4,u ). 
11 zf(h, u ERIK. ), 
| (4, u < f,(W, u 
Seizen wir nun | 

pr f, A, u).f.(M,u) —f,(A,u).f, (A, u’ 
IR. FIG IE FC FL IN BERIER) . DB, (1, u:), uw). 

[A v 

u. S. W. 


-I ! 


wo denn D,. D,. PD, symmelrische Functionen der Werthepaare 4, u: 2, u 
sind. und zwar für jedes Werthepaar homogen von der (»—1)"" Ordnung. so 
bestehen die identischen Gleichungen: 

BR, 0, 


.) 


) $,.fi(},W)+$b.£(A,W)+B,.&(W,wW) = 0. 


19 | | $P..fiA,u)+P.po(4,u)+ BP; 
>. 


Wenn man aus D,. D, etwa 7, w eliminirt. so ereiebt sich für — eine 
Ä 


Gleichung des Grades 2/»—1)‘. Für die Lösungen derselben und die zuge- 


) 
hörieen Werthe von —- verschwindet nun entweder auch #,: und dann hal 
[A 


-f r\ 


man einen Doppelpunkt vor sich; oder es verschwinden £,7, u). £(#., uw). 
und die betreffende Lösung ist der Fraere fremd. In der That zieht das Ver- 


schwinden der letzten beiden Grössen. wie man aus /12.) sieht. das Ver- 
2 


7 \ 
schwinden von D,. D, nach sich. ausser wenn — -- Es entstehen also 


[A U 


k 


so » »n—1) Lösungen der Gleichungen #,. 2,. welche der Frage fremd sind. 


. ‘ r 4 .. . 
und es bleiben also »—1.»—2 Werthe von — übrig, welche Doppelpunk- 
U 
n—1.n—2 L 
ten entsprechen. oder es giebt —— ae Doppelpunkte auf der Curve, wie 
dies a priori aus der Grösse der Zahl p klar ist. 


FE /. 2 
Die Elimination von —. — aus PD, —=0. P,—=0 muss nach dem 
U [2 


Obieen zunächst auf eine Gleichune der Form 
A’ fl 

pl N 
u 


TR / 


führen: sodann aber auf die Endeleichung: 


(bh W)"pia,u) = 0, 
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wo nun v—=0 die gesuchte Gleichung »—1.»—2'" Grades ist. Aber die 


n—i1.n — 2te' 


Lösung derselben erfordert nur die Lösung einer Gleichung des 
Grades. Denn ausser durch ”y wird diese Gleichung auch noch durch 
7) ) er A .. 

e -F(—) erfüllt, wo Zu demselben Doppelpunkt gehört. welcher durch 
1 u | 


bezeichnet wird. Es ist daher auch nothwendig 
2 SU 
ge 
u u 


und die Gleichung y=0 kann daher nach Abel auf eine Gleichung 


1.n— 2 
2 
Ich will jetzt untersuchen, unter welchen Umständen ein Doppelpunk! 


[A 


n—1.n— 2" 


> 
- 





srades. und auf quadratische Gleichungen zurückgeführt werden 
in einen Rückkehrpunkt übergehen kann. Für diesen Fall muss die Glei- 
chung (6.) der Tangente für. beide im Doppelpunkt sich schneidende Zweige 


dieselbe sein. man muss also die Gleichungen haben: 


2 _ I) — ml, ©) 
oA ou oA Ou- OL ou ON ou)’ 
BU EEN RT Eu), 
OL < u ch Cu ON © u’ ou’ 
EL HN _ ml Se Ah 
\ N Be Ya e l a WE ! J 9 
\ch ou oA ou/ oN ou oA ow- 


wo die Functionen f links mit den Variablen 4, «, rechts mit den Variablen 


', «' zu nehmen sind. Aus diesen Gleichungen folgt: 





| hi Ah 4 of, of, of 

| o4 ob ou ıow co) OU 

F a P m r N I) ’ » y » 

‚ ıcof of, of, | E;; 4 of, of, 

a ar ie TEE 0 

oA’ ch cu | cu 04 OU 
ch ch oh of oh 

wern ol ou | ou o4 ou 


. e . 4 A 
Aber diese Gleichungen sagen nicht Anderes aus, als dass — und — Doppel- 
. u u 


wurzeln der Gleichung seien, von welcher die Parameter der Doppelpunkte 
abhängen. Dies sieht man sofort. wenn man die Bedingung aufstellt, dass die 


! 


Gleichungen (11.) ausser für 2, #, 4, u, 4, w auch noch für z+dz, z. 


,+di, u, W-+di, w und für 2+diz, z', 2, u+du, #, w-+ du’ bestehen sollen 
Hiebei sind also zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden. Einmal nämlich 


— 
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: A WW r 
können —, — zwei verschiedene Doppelwurzeln sein, und zweitens können 


u [A 


1} 1) 
7 Mm. ; ’ R 
7m einander gleich werden und so das Paar gleicher Wurzeln repräsen- 
tiren. 1m ersten Falle tritt kein Rückkehrpunkt ein. sondern zwei unendlich 


nahe Doppelpunkte, wobei denn freilich auch die beiden Tangenten in eine 
zusammenfallen. Dieses Vorkommen erfordert zwei Bedineunsen zwischen 


den Coeffieienten, und führt keine weitere Reduction der ÜClasse mit sich, als 


diesen zwei Doppelpunkten überhaupt zukommt. Im zweiten Falle dagegen 

erhält man einen wirklichen Rückkehrpunkt, und zugleich eine Reduction der 

\ ” .. . A k . r . 

Classe. Ist nämlich — = —-e, und convergirt & gegen Null, so gehen die 
u ’ _ De 


Gleichungen (14.) in die eine Gleichung ($.) 
PET 
über. Es wird also wirklich nur eine Bedingung erfordert. Zugleich gehen 
die Gleichungen (11.) in die Gleichungen (4.) über. Die oben betrachteten 
z Punkte, für welche eine Reduction der Classe eintritt, fallen also in der 
That mit den hückkehrpunkten zusammen. 
Nicht blos / selbst verschwindet für jeden Rückkehrpunkt, sondern 
auch sein Differential, so dass der einem Rückkehrpunkte entsprechende Para- 


meter jederzeit eine Doppelwurzel von ZS=0 ist. Man hat nämlich: 


dd = —- di + — du 
OA cu 
| _84_ 09h, 40h, 9a 
ad ae u: Ar TE 2x 27 wie u 
e „ol 07, of; chou of: ou | 
FE CT | 
O4 oAUU OU 
oder nach (9.): 

. A : 5 ER w of, of) 

= un at: + (lu— mi.) d— h — mud Hr 
Ok a OACU OU 


ai fa... M; fi A fi ; 
= (n 2) Z,r,\ld 31 md u) 


Und dieser Ausdruck verschwindet, da nach (8.), (9.) folgende Gleichungen 


bestehen: 








N 
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Diese Betrachtungen werden von Wichtigkeit bei der Bestimmuns der 
en A u we 
Wendepunkte. Sind —., —. —, die Parameter dreier Punkte der Curve. 
u’ u u 


welche auf einer Geraden liegen. so müssen dieselben der Bedingung genügen: 


f: A u > 2” u’ fi gr a’ 
„ zZ 


| f: ). 4 f; FA; f: ,u 


17 ART wre n ı /ıN n 
) kü,u) &A,u) iA, 

V — ME 

N! | zZ I» ff | II» " ! | 

/ uU Uh. A U U R.AU us 

PTR. mer u: ). 

a a * / ) 
Für einen Wendepunkt muss diese Gleichung erfüllt sein. wenn man —. —. 
KA di 


an 


unendlich wenige von einander verschieden annimmt. und da zu »leicher 
U 


Zeit die Gleichung 15.) in 

( 

übergeht. so findet man die Wendepunkte aus der Gleichung 1=0. Die 
Zahl der Wendepunkte beträgt somit im Allgemeinen 3(n—?2). Aber da. wie 
oben bewiesen, der Parameter jedes Rückkehrpunkts eine Doppelwurzel dieser 
Gleichung wird. so ist, wenn z Doppelpimkte zu Bückkehrpunkten werden, die 
Inzahl der ührigbleibenden Wendepunkte 3(n—?2) — 2x. 

Diese Zahl giebt eine obere Grenze für die Anzahl von Rückkehr- 
punkten. welche eine Curve besitzen kann. Man sieht nämlich daraus. dass 
die Anzahl der Rückkehrpunkte einer Curve n” Ordnung die Zahl }(n— 2 
niemals übersteigen kann. Es scheint, dass diese Grenze (oder vielmehr die 
orössie darin enthaltene ganze Zahl) wirklich erreicht werden kann; wenig- 
stens tritt dies bei den Curven dritter und vierter Ordnung ein. 

Die Berührungspunkte der Tangenten, welche sich von einem äusseren 
Punkte an die Curve ziehen lassen, findet man aus (6.) mit Hülfe einer Glei- 
chung 22 — 2" Grades für n. Ist aber in (5.) X ein Punkt der Curve selbst. 
und bezeichnen wir seine Parameter durch 4, w’, ebenso die Functionen / 


für diese Werthe dureh denselben Index. so eeht die Gleichune (6.) über in: 


> of, cf, 

fi cl cu 

of, 0, 
16. f: 73 ag : 0, 

oh 

[: ch Cu 


=! 
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was durch (Au —4'u)‘ theilbar ist, und mit der Gleichung 
0 = (Au’— Mu). Pl}, u;i,u;A, w) 

identisch wird. Nach Entfernung des ausgeschiedenen Factors bleibt eine 
Gleichung 

s (17.) Fi, #;1,.2:2,0) = 
vom 2r—4"" Grade übrig; sie giebt die Berührungspunkte der 2»—4 Tan- 
senten,. welche man von einem Punkte der Curve noch ziehen kann. Aber 
die Gleichung (16.) ist durch die Werthe von 4, « erfüllt. welche den Glei- 
chungen (4.) genügen. Die Anzahl der wirklichen Tangenten bleibt also 
2n—4—1. 

Ist insbesondere der Punkt der Curve ein Wendepunkt. so ist 


u/30 ,0.930 ,0.530 N _ 
PIR,NSE HA.) = 


ee ” . . A” ' 
Daher enthält die Gleichung (17.) noch eine weitere Wurzel ok und die An- 


zahl der wirklichen Tangenten bleibt 2r—5— 2. 
3, 


Ist dagegen der Punkt der Curve ein Doppelpunkt, und ist ——- der 
u u‘) 


andere dem Doppelpunkte entsprechende Werth des Parameters, so kann man 
20) 


P} 6} - ). . “ 

in (16.) statt f” auch f“ schreiben, und — = —- ist daher auch eine Doppel- 
| | u ou 

wurzel von (16.). Von einem Doppelpunkt lassen sich also 2»—6—z Tan- 


senten an die Curve ziehen. 
Ist endlich der Punkt der Curve ein Rückkehrpunkt, von welchem aus 


0 
v 


Tangenten gezogen werden sollen, so ist PL eine vierfache Wurzel der Glei- 





chung (16.). In der That, bildet man etwa den dritten Differentialquotienten 
des Ausdrucks der linken Seite von (16.) nach 4, so erhält man: 


















































Im A A | p eh SL 
7 ou Oo  oAcu | 
Ir re Er of; 
RK ts 
| 04 ou ob cohou 
a un 
‚13 BYE ou ’ oA  oAcu 
e © fi 4 0 | 0 Kö h 0 h_ 
1 oO, oA ou 1 oA ch’ ou 
3 | of; of, ne 2 of: fr R 
we 2 n72 Nn427 N 2 z n93: 
o4 Oo) ou oh oo 
m fr 1%, Ta: rg of, Oh u 
173 o4° oA ou . oA oh’ou | 





le 


) 
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Von diesen Determinanten verschwinden hier die erste und die letzte für 


2 2° En ’ | 
— ——, wegen der Gleichungen (4.). Die Summe der beiden anderen kann 


En 
man zugleich in der Form darstellen: 


| je en 


= 
| " OA OAocu |! | oA 0A oAou 
2, u el ar | 
oA | "m okou | 04 oA: oAcyu 
n2pf np | | n2p n2f \ 
| f of nh| ı of of; of 
em Mu) la a Mom aaa, 


was nach dem Früheren für einen Rückkehrpunkt ebenfalls verschwindet. Das 
Verschwinden des ersten und zweiten Differentialquotienten der linken Seite 


» . . ” ° . . . 5 I * 
von (16.) wird noch leichter ähnlich gezeigt; es ist also wirklich —- hier 
e it 


eine vierfache Wurzel. Aber unter diesen ist schon eine der £ Wurzeln 
enthalten, die wegen der z Rückkehrpunkte in Abzug zu bringen sind. Man 
sieht also. dass sich von einem Rückkehrpunkte noch 2»—5—x Tangenten 
an die Curve ziehen lassen. 
Es bleiben endlich die Doppeltangenten zu untersuchen. Sind die Para- 
A WW 
































meter ihrer Berührungspunkte —. —. so finden nach (16.). (17.) die beiden 
un ’ \ \ 
(rleichungen statt: 
fo of, of, | 
u) Ou 
1 of C 2 
u M fh IE | — —nF(4. u:)J UA,„U 
(Au’—)'u) oh ou | 
| . fh oh| 
| u oA ou | 
(18.) 
| f of) ( fi 
1 oO)” ou’ 
1 oh of al run ne 
eh a ou = nF, W:W wW:A u 
(Au’— Au)" f: OA ou’ Rn 
f. RR 
’ 04 9u® 
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Von diesen Gleichungen ist die erste vom (»—2)", die zweite vom 2(n—2)'" 


2) er / . E “h\ien nd . f er\te « 
Grade für —, und die erste vom 2(n—2)"", die zweite vom (a—2)"" Grade 


0 


0 


für —: Eliminirt man also eine dieser Grössen etwa —. so erhält man eine 
u u 
. . 2. W m R 1} ’ ° « nd . . 
Gleichung in — vom Grade 5(»—2). Aber diese Gleichung enthält eine 


u | 
Reihe von Factoren, welche der Frage fremd sind. 
Erstlieh ist das Eliminationsresultat. nach einer schon von Abel in Be- 


zug auf solche Gleichungen gemachten Bemerkung, durch #3, u: 4, u:2, u). 
d.h. durch 4 theilbar, so dass der Rest vom Grade 5 (n—2)’—-3(n—2) bleibt. 
Ferner ist sie theilbar durch die Gleichung w(, «)=0,. von welcher die 
Doppelpunkte abhängen, weil mit den Gleichungen (11.) auch die Gleichun- 
ven (18.) erfüllt sind. Der übrigbleibende Factor ist dann vom Grade 
5(n—2) —3(n—R)— (n—-1)(n—2) = 4(n—R)(n—3). 
Diese Zahl erhält aber eine weitere Reduetion. wenn Rückkehrpunkte 
vorhanden sind. Die Gleichungen (18.) werden nämlich offenbar noch erfüllt. 
Re 7 
wenn —; und , jwei verschiedenen Rückkehrpunkten entsprechen, und wenn 


eine dieser Grössen einem Rückkehrpunkte entspricht, die andere dem Be- 
rührungspunkle einer von einem Rückkehrpunkte aus gezogenen Tangente. Zu 
einem \Werthe z welcher einem Rückkehrpunkte entspricht, gehören also 


‘ | - r ) .. . . 4 . 
noch 2— 1-+-22—59—z Werlhe —. welche der übrige eebliebenen Gleichune 
id e 


senügen: jeder solche Werth Ist also eine (2»—6,fache Wurzel der Glei- 
| | Ä 


chung. Und jeder Werth „ der einer von einem Rückkehrpunkte gezogenen 
Tangente entspricht. genügt jener Gleichung ebenfalls. Sie enthält also noch zwei 
[remde Facloren, beziehungsweise von den Graden #(2»— 6) und (2n —9—2)27. 
so dass nach Ausscheidung derselben eine Gleichung vom Grade 
4(n—3)n—2—-2)+7(x—1 


zurückbleibt. Die Anzahl aller Doppeltangenten ist also 
' P 2.2 —1 
2 (n—3)(n—R—2)+ ——: 
und da je zwei zusammengehörige Wurzeln der soeben aufgestellten Gleichung 


aus (18.) rational durch einander ausgedrückt werden können, so findet man 
’ ’ a ‘ ; Er 2. — 1 
diese Doppeltangenten durch eine Gleichung des Grades 2 (n-3)(n-2-2)+- —5—. 


und die Berührungspunkte jeder einzelnen durch eine quadratische Gleichung 
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Die angegebenen Zahlen stimmen mit denjenigen überein. welche aus 
den Plückerschen Gleichungen folgen. Aber es ist von Interesse auf dem 
vorliegenden Wege gesehen zu haben. wie man die zur Auffindung dieser 
Singularitäten nöthigen Gleichungen wirklich zu bilden. und durch Gleichungen 
von möglichst niedrigem Grade aufzulösen hat. 

Dass die Curve (1.) wirklich die allgemeinste ist, welche — Side _ 
Doppelpunkte besitzt, kann man sich auch folgendermassen deutlich machen 
Die Ausdrücke (1.) enthalten 32-3 willkürliche Constanten. Durch eine 
lineare Transformation von der Form 

). | pi 4 quw 
u ri’ + sw 
kann man diese auf 32 —1 redueiren. Aber es ist 


A oo n.n-d n—1.n—2 
RER FÜR 2 RE er u 


Au - 


d. h. gleich der Anzahl Bestimmungsstücke, welche eine allgemeine Curve 





»““ Ordnung fordert, weniger der Anzahl von Bedingungen, welcher die ge- 
forderte Anzahl von Doppelpunkten mit sich führt. Die Anzahl von willkür- 
lichen Constanten ist also ebenso gross. wie die Zahl der Bedingungen. welche 


die allgemeinste Curve der gegebenen Art noch zu erfüllen im Stande is! 


$. 2. 

Das Abelsche 'Theorem und das Problem der Abelschen Functionen für den Fall, 
welchem die Abelschen Integrale durch Logarithmen und algebraische Functionen 
ausdrückbar sind. 

Im Folgenden setze ich «1, da die Differentiation nach dieser Grösse 


die Beibehaltung des Zeichens nicht mehr erheischt. Sodann bezeichne ich 
| n—1.n—?2\ . 
durch a”, 5; a9, b9;,...ar, 5 (v — ) die den verschiedenen 


Doppelpunkten entsprechenden Werthepaare von A. Die Durchschnitte der 
gegebenen Curve mit einer Curve m" Ordnung 
(19) 2,2, 0) = 0 
werden gefunden, indem man in dieser Gleichung für die x ihre Werthe (1. 
seizi. Man erhält dann eine Gleichung in 2: 
20.) 2li)z=e(l—4)A—4)...(A A.) zZ (5, 2, 0) = 0. 


WO Ay, Ars 2. A, den am Durchschnittspunkten entsprechen. Setzen wir in 
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(20.) 4 einmal a’, das andere Mal 5b“), so bleiben die x bis auf einen ge- 
meinschaftlichen Factor c', also auch p und 2 bis auf den Factor ce” da- 
durch ungeändert, und man erhält (a) = ce" 2(b®), oder 


ad—ı .ad —A,...a®d — Am 
601.00 _1,.. DO, 





(21.) 


ce : 


Diese Gleichung, welche » verschiedene vertritt, ist für die Theorie der vor- 
liegenden Curven von der höchsten Wichtigkeit. Sie vertritt für diese Curven 
die Stelle derjenigen, welche ich im allgemeinen Falle aus dem Abelschen 
Theoreme abgeleitet habe (dieses Journal Band 63, pag. 189). Die v Glei- 
chungen (21.) versehen die Stelle der v Relationen, welche erfüllt sein müssen 
damit die z»m Schnittpunkte wirklich auf einer Curve »m'" Ordnung liegen: 
und man hat daher den Satz: 

Wenn nm Punkte der Curve (1.) auf einer Curve m” Ordnung 
liegen sollen, so ist es nöthig und hinreichend, dass ihre Parameter den 
Gleichungen (21.) genügen. 

Die Gleichung (21.) erhält eine leichte Modification. wenn einer der 
Doppelpunkte in einen Rückkehrpunkt übergeht. Man hat dann a = «, 


I) —= a) +8, cl” =1-—z"e, wo e unendlich klein ist, und also 


a9) — 4, € 
DO—_A ad)— 4 
Die Gleichung (21.) geht daher über in folgende: 
1 1 1 
(393.\ ne ae Me Mean e „G) 
(22.) a). zu A, i au)- A, 1 N a). B mzZ ° 


Die Integralsummen, welche, gleich Null gesetzt, die Stelle dieser Gleichungen 
vertreten (a. a. O.p. 197) findet man. indem man (21.) (22.). ersteres lo- 
garithmisch, differentiirt, und dann von 0“ bis A, beziehungsweise 0 bis 7 


integrirt. Man findet so statt (21.) (22.) die folgenden Gleichungen: 


FE (ad —b®)) dı ‚h: (a) — bu) da | | [“ (al) — bU)) dA 0 
\ al) — 1.0 _—_, at) — ).bU) > A Se a) ze ).bU — 2 u ’ 
i) (ı) (t) 
) 1 


fr di | '» d). | f” da 0 
(a) — A)’ . (aU— A)’ | # (ad) — 2)? . 
(?) 


(i) (:) 
l Ö 


23.) 








und die unteren Grenzen 9, © bestimmen sich aus der Vergleichung mit (21.). 


22.) durch die Gleichuneen: 
l 


al) - 0) 


bUO — oW) 
% 


un PRO rn 


24. 





e- 


d- 


ng 


en 


er 
(?) 
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Durch Veränderung des Integralionsweees kann man auf der rechten 
Seite der ersten dieser Gleichungen O in 2mir verwandeln. so dass diese Inteeral- 
summen die Periode 2ir zulassen. Die Integrale der zweiten Gleiehune aber 
haben immer die Periode Null, da sie nur paarweise zusammenfallende Un- 
stetiekeitspunkte besitzen. Dies kommt damil überein. dass man rechts in 
22.) (ce) \" ,e”" für (e’)”" setzen kann. während mz" auf der rechten Seite 
von (23.) sich dureh nichts Anderes erselzen lässt. Man kann also folsenden 
Salz aussprechen: 


! „n—Ii.n 
Für eine Curve n' Ordnung mil u Doppelpun klen. re- 
spective Rückkehrpumkten, ist, wenn in der Darstellung 1.) a’, b' die 


Parameter eines Doppelpunktes sind, immer die Summe gleichartiger In- 


Fü di a'*) hi 
. ad) — 7.09%) 


tegrale 


gleich 2hir, hingegen, wenn a“ der Parameter eines Rückkehrpunktes ist. 


i a'') / 


gleich Null: wenn die Summen auf alle Parameter erstreckt werden. die 


die Summe der Integrale 


den Schnittpunkten der Curve mil einer algebraischen Curve entsprechen. 
Hieraus geht sofort hervor. dass alle Aufgaben. welche ich a. a. 0 
mit Hülfe der Theilunge der Abelschen Transcendenten »elöst habe. für die 
vorliegenden Curven auf Kreistheilung zurückkommen. und auf die Auflösung 
einer Gleichung »v'" Grades. 
In der That lässt sich dasselbe aus den Gieichunseen (22.)\. 23.) diree! 
nachweisen. In allen jenen Aufgaben sind nämlich »» — ur Schniltpunkle ge- 


voeben. während von den übrieen vr mal «u: zusammenfallen sollen. Bezeichnen wir 


die den ersten entsprechenden (gegebenen) Parameter durch /,. b..../ . die 
der gesuchten Punkte durch 4,.4,... ,. so gehen die Gleichungen (22.) über in: 
Al 
ad), .ad —A,...ad —A — / m bi [ .b . ... 09) — 1, 
1 ( Bi 5 "e } a e c j ( 
24. \50- kb —4,...0N) —A, ar — Il .aı) — 1, ...ay — I 
l l l I\ PN | | | 
—- —_— tn | mZ 2 
at) — 4 a) — A, at) — 4 gu | & N at) — I. a‘ / 


Diese Gleichungen. deren man im Ganzen vr hal. genügen völlig. um 
die symmetrischen Funetionen der 4 durch bekannte Grössen auszudrücken. 
und eine Gleichung »"" Grades für dieselben anzuselzen 


lournal für Mathematik Bd. LAIV. Hett ı a) 
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Man bemerkt, dass der Einfluss eines Rückkehrspunktes darin besteht. 
eine der v Perioden verschwinden zu machen. Wenn. wie dies bei den 
Curven vierter Ordnung noch geschehen kann. sämmtliche Doppelpunkte in 
Rückkehrpunkte übergehen. so hört die Benutzung der Kreistheilung über- 
haupt aul. 

Dass hierher gehörige Umkehrungsproblem ist in den Gleichungen 


enthalten: 
H I.n 2 


/ 2 
2 Ah (ali) — U) 1} > IN 
ar . E—D dd ’ i £ N MM x 
\ 29. / - = u ’ (i = | a 2 0,6 >—) ’ 


a9 — 2.00 — 4 


av 


deren einige auch ersetzt sein können durch Gleichungen von der Form 





2 l,n 4 . 
? hr 
0) 25 Sn 
’ al) — / 
. I, i . (i) (i) (i) (i) (1) Hi) 
welche aus jener hervorgeht, wenn a = «"), bD"’ = a" +e, e er 
selzt wird. Die Auflösung des Umkehrungsproblems ist sodann durch die 
en n—1.n—2\ 
sleichungen gegegeben (v = ———— ): 
DT 
37 a Aa) — hy... a) A, m er } 0 ) er ce) : . 
au DO) —4.bUV) —4..00d —A, DI) — 9 | 


nur wenn der Doppelpunkt «a, b in einen Rückkehrpunkt © übergeht, ist diese 


(1leiehune zu ersetzen durch 


yy\t) 
| . | | I v - „(t) _| Fr . 


27 ee 2) _ Er bei 
| / aM) — A, at) — U) 7 


>) 


ar) / a!) - 


i 


Die Grössen e, also auch die go, drückt man leicht durch die a, b aus. 
Man braucht nämlich nur zu bemerken, dass, wenn man einen Doppelpunk! 


absondert, die übrigen den vollständigen Durehsehniit der Curve »"" Ordnung 
ka 4 ’ a. ’ n.n—d 
mit der Curve 2—3'"" Ordnung bilden. welche sich durch jene — 


so kann man zueleich 


Doppel- 


punkte legen lässt. Setzt man also in (21.) m=n—». 
den ».»n—3 Grössen 4 die ».2—3 Werthe a, b beilegen. welche den Index 
; nicht haben: es besteht also. wenn man der Kürze wegen 

m 


| 2-0 .2—a I,..3-a" = 9( 


550 5-39... = u 


LA 
. 


28. 


IA 


setzt. die Gleichune: 


39 ONR—3 Pe. ee 
vw (bO)).plb)) 


ww. 








IR 
en 


in 


PN 
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Untersuchen wir nun. unter welchen Umständen ein System von Grössen 
„> Summen von nur v—1 Integralen (25.) eleich werden kann. In diesem 


x 


Falle ist an Stelle von 27.) die Gleichung zu setzen: 


(ı) 7 (ti) ) (ı) 7 4 
(d - ., m bh, io /. ] 7 (a 7 ' 
a m e ($)*"=e ' 
a \y0)_2,.5@) A... MM) — A, _ı 
HU). 
() - 
2 ga ).w(a . 


e ö 
uw (be) .p(bU) 


Dieses sind » Gleichungen. aus denen man die »—1 symmetrischen Funetionen 


der 7 eliminiren kann. und zwar wird das Resultat der Elimination die Gleichune 


] 1 ea v—l P ) nn 9’ ei 
a'!’ oT a‘'? Jap | [N 
(9y l u j } I N ) / 
2) € (2) (2) PTEYEL2) 7 
‘ d u ) ( a ) R 
31 : 0 
. ’ 1 ". Na r . a f ‘. 
a” ep) Th ) n f; | ” v) 


Ordnet man diese Gleichung nach den {, und erselzt dieselben durch die in 
30.) gegebenen Wertihe, so ergiebt sich eine Gleichung in den e’, welche jed 


dieser Grössen nur auf lineare Weise enthält. Bezeichnet man nun die Grössen 
e” in irgend welcher Folge durch die Indices «&,, &%. ... &. Pix» Para» »:- P 
so ist leicht zu zeigen. dass die in der Entwicklung von (31.) auftretenden 


(rlieden 
(«}) { 2) { (/ } { { 
[Zi U I re + U m ” u 
E . E 
oleiche aber entoegeneeselzte Coefficienten besitzen. und dass man also der 


(leiehune /31.) die Form »eben kann 


2. 0 Be | Ä -£ 


.. 
wi 
Li 


wo S die Summe aller » bezeichnet. 
Bien ö ur 7 Te We BE ; 
In der That: der Coefheient von e in (31.) ist 
L/ multiplieirt erstlich in den Ausdruck. weleher entsteht. wenn man in 


der Determinanle 


} l 
) { \ ) | ’) I) { 
a a‘ | | a’ —a).a a) ...a Ad 
) l } { { P ’) ( 
en A 7 
de) 
( l } 
ee Ad — 
a’ a | | 
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die mit einem Index « behafteten « durch die betreffenden b ersetzt: multi- 


plieirt zweitens in das Produet: 





’ (i ı) (@2) (#.) R ” a « g- g' al )) p! ale2)),,.y(alcı) i u a2) 
ME er ae ' A ne er 
ww (bed). ap (bed)... .p(bed).wy(ble2)), 
Der Coellicient von 
(4 j) ( ) ( ) 
5 — ula) — ui) w* u ° u? 
e e 
unterscheidet sich von diesem dadurch. dass I’ an Stelle von (—1) tritt. 


dass in der Determinanlte die a mit einem Jndex 5 durch die entsprechenden 
; erselzt werden, und endlich, dass in dem Produet der e überall die Indices 
‚3 statt der Indices « auftreten. Statt dieses Productes aber denke ich mir 
das Produet sämmtlicher e ° geselzt, dividirl durch den Ausdruck (33.). 

Der Quotient der so gebildeten Coellicienten muss gleich 1 sein. Be- 
zeichnen wir durch // Dilferenzenproduete, so nimmt nach dem Vorigen dieser 
(uotient folgenden Werth an: 

Ft (w,), RR (PL) ,(P) (P,). 
Ib ®—b ").II(b ‘'—a *).Ula '—a *) | 


#3) we) (e) (?,) (3. (P,). re 


IHIka ‘—a #).II(a '--b*).IIb'‘—b*') Cd I...e oe N? 


) (« 


/1 a _ 


(«@.) 


a («, ), Pr (P.) (a@,) A (@,) 2 (.) 
Ib: —b "Alb ° —b ").IICa *—b *).IIlka '—b 


.) (#.) (« 
")IIb*'—a 


(@.) 


(@,),, (?) (2). («.) 
Wr et; Il De De ).YJIb !—a 








Aber dies geht sofort. wenn .4 das Dilferenzenproduct sämmtlicher «a, B das 
sämmtlicher 5 ist, über in 
A | 


BB - 2: 
cd,.cd...cr)) ? 
Dies ist wirklich 1. da. wie leicht zu sehen, das Produet sämmlicher ce" 


vleich = ist. und also das Produet aller e° gleich 2 wenn nur. was 

B’ S B 
immer geschehen kann. eine passende Combination der Vorzeichen der Qua- 
dratwurzeln vorausgeselzt wird. 

Wir haben so den Satz: 

Soll ein System von v Grössen u“ den Summen con je (v—1) Inte- 
gralen gleich werden, so ist es nölhig und hinreichend, dass zwischen den u 
die Gleichung (31.) oder (32.) bestehe. 

Sind insbesondere sämmtliche Grössen « ganze Vielfache von ia, also 


! 


alle Grössen e" gleich +1. so redueirl sich die Gleichung (32.) auf 


35) e=1, 








ılti- 


Pitt. 
len 
ces 


mir 


() 
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d.h. die Summe sämmtlicher u muss dann einem geraden Vielfachen ron in 
gleich sein. 

Es bleiben die Modificalionen zu untersuchen. welche diese Belrach- 
tungen erfahren, wenn einige Doppelpunkte in Rückkehrpunkte übergehen 
Was zunächst die Bestimmung der den wirklichen Doppelpunkten entsprechen- 
den e betrifft. so hebt sich in der Formel (29.) alles von den Rückkehr- 
punkten Herrührende (wo a = b co.) einfach auf, und es genügt also dann, die 
Funetionen g, auf diejenigen Factoren zu beschränken, die den wirklichen 
Rückkehrpunkten entsprechen. Die 2 bestimmt man aus (22.). wie oben die 


ce aus (21.). und findet also. wenn noch 


36 4(z s—- a). 3 — a” 
veselzt wird: 
6yj (‘) l \y" a y' a‘) w (a ))) 
x ) Y —— I: | ; 
n — 3 \2y' (a) ga) w(al)), ) 
Ferner tritt. wenn man die Substitulionen #' er), ce 1 — 2). a“ 7 


bh’ = a" +& macht. und & gegen Null convergiren lässt. an Stelle der be- 


treffenden Reihe 
"chi, er-Ih, ... aD, 1— 
in (31.) immer eine Reihe von der Form: 
air, Ze I, 0... v—1)—- Yo, J, 


Wo 
n > 


38. > en a 


I?) 


Sind insbesondere die e sämmtlich eleich Null. und die » eanze Vielfache 


ir. so zeiet sich aus (35.). dass alsdann die Summe aller den Doppel- 
Pl 


von 
punkten entsprechenden u ein gerades Vielfaches von irı sein muss 
6. 3. 
Geometrische Resultate. 

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen ist es leicht. die Modifieationen 
anzugeben, welche die Lösungen der a. a. O. behandelten Probleme in dem 
vorliegenden Falle erfahren. 

Die Lösung dieser Probleme stützt sich immer auf die Gleichungen 


(21.), (22.): 


, - vu.) . 
ar — A. — A, ...a — Aum (m 
— I. Ce ö 
39 ) vr. - h, 2 DW) .. I; TER bU) — Anm 
\' J.) 
1 1 ! | 1 (i 
... MI 


a) A a) —A, a) — Ay 


- 








52 (lebsch, über Curven, deren Coord. rationale Funct. eines Parameters sind. 


—t:0—72 


Die erste besteht für ————— — 2 Werthe von , die zweite. den Rück- 


kehrpunkten entsprechend, für z Werthe. 
I. Für m = n»—?2 ist folgende Aufgabe immer lösbar: 


nt 1.22 > y Ba 
U — — -) Punkte auf der Curve n” Ordnung ge- 


Es seien mn—vr (v - 
geben: man soll durch sie eine Curve m” Ordnung legen, welche die 
Curve n" Ordnung in v Punkten r-punktig berührt. 
Hier sind ma —rr Grössen 4 gegeben: von den übrigen vr sollen je 
zusammenfallen. Aus (39.) sind also. wenn 4,. 4. ... 4, die den Berüh- 


rungspunkten entsprechenden Parameter sind, die Ausdrücke 





1 )_} Mu, 
| PER: hd —hyn.d 3 lage es Pe: FEN 4 ü N 
I —A IN) —4,..09— A, a) —A aM) —A, am — 1,/ 


oeeeben. und man findet die 4 aus einer Gleichung v"” Grades. Da man den 
ersten der obieen Ausdrücke durch Ausziehen einer r'" Wurzel bestimmi. 
und da dieselbe Operation v—zmal vorkommt. so ist die Gesammtzahl aller 


lösungen des Problems gleich r’ 


#4 


Bezeichnen wir die eepebenen Parameter durch /. bb. ... L.... Die 
“ I 2 n Yı 


(Gleichungen. aus denen die 4 gefunden werden, sind dann: 


’ ‚te) 
( 5 \ - . 1 ä Fe £ ! 
a)d— A. —A..ad— A, „/[ a9 —1 .a®"— |,... FEN 
un PRERE eis ie | Ren BI REES a - > y „U 
- . — 1 ( ( 
DI —4A IV —4,..09) — A, 1 db) —1.bV)—1,... 
f | 1 Il 1 | I \ AT, | 
| Ben RE r [ ” EUR An y\ı) 
. pr . \ I J . 
A, a) — A, a) — 4, r \am— 1, u) — | r 


Denken wir uns diese Gleichungen für r verschiedene Systeme von Lösungen 
hingeschrieben. und sodann die aus der ersten Gleichung hervorgehenden mil 
einander multiplieirt. die aus der zweiten hervorgehenden addirt. Ist dann 
nur die Summe der den verschiedenen Systemen entsprechenden % durch r 
theilbar (was immer durch passende Wahl der k des letzten Systems erreich! 
wird). so sagen die resultirenden Gleichungen aus, dass die r Systeme von 
Berührungspunkten mit den gegebenen Punkten auf einer Curve m" Ordnung 
liegen. Man hat also den Satz: 

Wenn man durch die gegebenen Pımkte und durch die Berührungs- 
punkte von r—1 verschiedenen Berührungsenreen eine Curve m” Ordnung 
legt. so schneidet sie die gegebene Curve in solchen Punkten, in denen 
wieder eine Berührungseurve berührt. 

Dabei können die verschiedenen Curven, welche benutzt werden, eben- 


sowohl verschieden als auch eleich sein: nur muss dann im letzteren Falle die 


Curve m Ordnung die gegebene Curve in entsprechender Weise berühren. 





[ 
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Il. Lässt man von den m»—rvr Punkten nur mn— (v--u\r Punkte 
wirklich gegeben sein, und legt den übrigen «er nur die Bedineung auf, dass 
«mal r zusammenfallen sollen, so wird das Problem unbestimmt, und man er- 
hält Systeme von Curven m" Ordnung. welche durch ma — (v-+- ur gegebene 
Punkte der Curve x» Ordnune oehen. und diese Curve in (vr-+1r) Punkten 
r-punktig berühren. Die verschiedenen Systeme unterscheiden sich dadurch. 
dass bei der Bestimmung der Ausdrücke 


a) 1... A, 
i 


> 


we—. .9-1.0 


verschiedene r“ Wurzeln der Einheit angewendet werden: die Anzahl alleı 
Systeme ist also r’””. Ueber die Berührungspunkte besteht der oben be- 
wiesene Satz fort. 

Ill. Es kann endlich m» — (v--u)r oleich Null werden. so dass die 
Systeme der Berührungseurve nur noch von der Natur der gegebenen Curve 
selbst abhäneen. Ueber die Lage der Berührungspunkte gilt noch immer der 
| 


ik 


vorige Salz: aber die Zahl der Systeme kann sich redueiren, wenn man al 
diejenigen Svsteme ausschliesst. deren Curven aus mehrfach gerechneten Curvei 
niedrigerer Ordnung bestehen. Nach der Betrachtung des $. 6 der angeführten 
Abhandlung. welche hier entsprechend dem unter I.. II. eingeschlagenen Ver- 
fahren modifieirt wird. bleibt. wenn m = m's, r=r's, und wenn m’, r' relative 
Primzahlen sind. die Anzahl der eigentlichen Systeme "7 — "7: und nu 
wenn m, r relative Primzahlen sind. ist die Anzahl der Svsteme wirklich 
sleich r’”* 

IV. Im Vorieen wurde immer m n—2 vorausgeselzi. Für mn 


entsteht die Aufgabe: 


Die Curve a“ Ordnung soll von einer Curve (n— 3)" Ordnung überall 
I Nn.Nn —)J 
wo ste derselben begegnet, also in _ Punkten, zweipunktig berührt 
werden. 


Die Gleichunsen (39.) nehmen für diesen Fall die Form an: 


/ } (i) / > 
a) — A .aN) —A,...a“ "Er am a: PR 
———— — — = —— - 2 . Ü 
DI —A .bdV —A,.. 09 — A,_ı 
1 1 l n—I3 m 
— eo - — j «X 
at) — A, al) — A, a) — A, 2 


Die Gleichungen sind um eine zahlreicher, als die unbekannten 4. Aber man 


| 


hat den am Ende des $.2 behandelten Fall vor sich, wo alle Grössen e 
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oleich +1. alle ©’ gleich Null waren. Es ist daher für das Zusammenbe- 
stehen dieser Gleichungen nur die Bedingung zu erfüllen. dass die Summe 
aller % gerade sei. Hiedurch wird das letzte h bestimmt. wenn die übrigen 
beliebig gewählt sind. Die Anzahl aller Berührungsceurven ist also 


— —y 


y)) 1 _ 9 2 


Nur dann giebt diese Zählung kein richtiges Resultat, wenn der Exponeni 
negativ wird, d.h. wenn alle Doppelpunkte in Rückkehrpunkte übergehen. 
Dies kann nur bei den Curven dritter und vierter Ordnune stattfinden. da die 


3(n— 2) 


i “ / . ir - .) 
Anzahl der Rückkehrpunkte (vgl. $ I) nicht grösser sein kann als ——. 


Da nun das vorliegende Problen bei den Curven dritter Ordnung überhaup! 
nicht eintritt. so bleibt nur der Fall der Curven vierter Ordnung mit drei 
Rückkehrpunkten übrig; und die obige Abzählung ist durch das bekannte 
Resultat (vgl. auch $. I) zu ergänzen, dass diese Curven eine Doppeltangente 
besilzen. 

Leber die Lage der Berührungspunkte und die Beziehungen dieser Cur- 
ven. welche die gegebenen überall zweipunktig berühren. findet man leich! 
Sätze wie in $. 8. der angeführten Abhandlung. 

Ich begnüge mich zum Schluss einige dieser Resultate für Curven 
‚ritter und vierter Ordnung zu specialisiren. 

Eine Curve dritter Ordnung mil einem Doppelpunkte besitzt ein System 
von Kegelschnitten,. deren jeder die Curve in 3 Punkten berührt. Legt man 
dureh drei Berührungspunkte einen Kegelschnitt,. so trifft derselbe die Curve 
in den Berührungspunkten eines neuen Berührungskegelschnitts. Ebenso be- 
sitzt diese Curve zwei Systeme von Curven dritter Ordnung, welche die Curve 
in drei Punkten dreipunktig berühren. Sie besitzt drei Grade. welche sie 
dreipunktig berühren (Wendelangenten). 

Geht der Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt über, so giebt es noch 
ein System von Berührungskegelschnilten, ein System von dreipunktig be- 
rührenden Curven dritter Ordnung und eine Wendetangente. 

Kine Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten besitzt eier Doppel- 
tanzenten. deren Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen. Sie besitz! 
sieben Systeme von Kegelschnilten, welche die Curve in 4 Punkten berühren. 
Die Berührungspunkte je zweier hegelschnitte desselben Systems liegen auf 


einem Kegeischnitt. Drei dieser Systeme enthalten je zwei Paare von Doppel- 


taneenten und können aus denselben abgeleitet werden: die vier übriven ent- 
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halten keine Doppeltangenten. Die Curve besitzt sodann acht Systeme von 
Curven dritter Ordnung. welche die Curve in 6 Punkten berühren. Leet man 
durch die Berührungspunkte einer Curve eine Curve dritter Ordnung. so schnei- 
det sie in den Berührungspunkten einer anderen desselben Systems. Vier 
Systeme haben die Eigenschaft, dass die Berührungspunkte mit dem Berüh- 
rungspunkte einer Doppeltangente in einem Kegelschnitte liegen, die anderen 
haben diese Eigenschaft nicht. Es giebt 26 Systeme von Curven dritter Ord- 
nung, welche in vier Punkten dreipunktig berühren u. s. w. 

Geht ein Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt über, so hat man noch 
zwei Doppeltangenten; es giebt dann drei Systeme von Berührungskegel- 
schnitten. deren eines das Paar von Doppeltangenten enthält. Die Curve hal 
vier Systeme von Curven dritter Ordnung. welche in 6 Punkten berühren: 
zwei Systeme haben die Eigenschaft. dass ihre Berührungspunkte mit den Be- 
rührungspunkten einer Doppeltangente in einem Kegelschnitt liegen. Es gieh! 
S Systeme von Curven dritter Ordnung. die in vier Punkten dreipunktig be- 
rühren u. Ss. w. 

Bei zwei Rückkehrpunkten hat man noch eine Doppeltangente und ein 
System von Berührungskegelschnilten. deren Berührungspunkte aber mit denen 
der Doppeltangente nicht in einem Kegelschnilt liegen. Es giebt zwei Systeme 
von Curven dritter Ordnung, die in 6 Punkten berühren: die Berührungspunkte 
eines Sysiems liegen mit denen der Doppeltangente in einem Kegelschnitt. 
Es giebt zwei Systeme von Curven dritter Ordnung, die in vier Punkten drei- 
punktig berühren. u. s. w. 

Endlich bei drei Rückkehrpunkten giebt es zwar noch eine Doppel- 
langente, aber kein System von Berührungskegelschnilten mehr. Es giebt ein 
System von Curven dritter Ordnung, die in 6 Punkten berühren. und die 6 
Berührungspunkte liegen mit denen der Doppeltangente in einem Kegelschnit! 
Ein System von dreipunktig berührenden Curven dritter Ordnung existir! 
nicht mehr. 


Giessen. den 28. Mai 1864 


Journal für Mathematik Bd. LAÄIV. Hettı u 
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Veber die Flächen vierten Grades, auf welchen 
chaaren von Kegelschnitten legen. 


f Fr 1 \ 
‘Von Herrn Kummer.) 


Abgedruckt aus dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom 16. Juli 1863 


N a Ban u %- Pr 17T . u . - er. . II: e . i ’ Pa 4 . 
I ); alieemeine Untersucehune aller Flächen vierten Grades. auf wel- 


chen Schaaren von Keeelselinitten Statt haben. und welehe darum als dureh 
Beweeune eines veränderlichen Keeelschnitis entstanden betrachtet werden 


können. stützt sich hauptsächlich auf foloeenden Satz: 


Wenn eine Ebene aus irgend einer Fläche eine Curve mit Doppelpunkten 


ausschmeidel, so ist jeder dieser Doppelpunkte entweder ein Doppelpunkt 


der Fläche, oder ein berährungspunkt der Ebene und der Fläche. 
Unter Doppelpunkten einer Curve oder Fläche sind hier alle diejenigen sin- 


oeulären Punkte zu versiehen. für welche die ersten Ableitunseen eleich Null 


werden: eine eontinuirliche Reihe solcher Doppelpunkte auf einer Fläche bil- 


let eine Doppelpunktseurve derselben. Der Begriff der Berührung ist im 


uci 
engeren Sinne gefasst. so dass nicht jede durch einen Doppelpunkt einer 


Fläche eehende Ebene als eine in diesem Punkte berührende angesehen wird. 


sondern nur diejenigen Punkte als eigentliche Berührungspunkte gelten, deren 
unendlich nahe Punkte nach allen Riehtunsen hin als zueleich auf der Fläche 
und der Ebene liegend zu betrachten sind. in so fern in denselben die Ab- 
stände der Fläche von der Ebene unendlich kleine Grössen höherer Ord- 
nuneen sind. 

\Wenn eine Ebene aus einer Fläche vierten Grades einen Keeelschmti 


muss sie zueleich einen zweiten Keeelschnilt ausschneiden. 


ausschneldel. so 
(rades betrachtet. hat nolh- 


Ein solehes kegelschnittpaar. als Curve vierten 
wendig vier Doppelpunkte. welche real oder imaginär, oder auch unendlich 
von denen auch zwei oder mehrere in einen zu- 


Zerfällt 


entfernt sein können. und 
sammenfallen können, wenn die beiden Keeelsehniltte sich berühren. 
einer dieser beiden Kegelschnitte in zwei erade Linien, so sind fünf Doppel- 
punkte vorhanden, und wenn beide Kegelschnitte in grade Linien zerfallen. 
Umeekehrt. wenn eine Ebene aus einer 


so bilden sie sechs Doppelpunkte. 
Fläche vierten Grades eine Curve mit vier, oder mehr als vier Doppelpunkten 
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ausschneidet. so besteht diese Curve vierten Grades nothwendie aus Curven 
niederer Grade. weil eine irreductible Curve vierten Grades nieht mehr als 
drei Doppelpunkte haben kann. Diese Curven niederen Grades sind. wenn 
nicht mehr als vier Doppelpunkte vorhanden sind. und wenn nicht drei der- 
selben in einer eraden Linie lieeen. noihwendie zwei Kerelschnille. wenn 
aber drei dieser vier Doppelpunkte in grader Linie liegen. so zerfällt die 
Curve vierten Grades nur in eine orade Linie und eine Curve dritten Grades 
mit einem Doppelpunkte. Hat der Schnitt der Ebene und der Fläche vierten 
(rades fünf Doppelpunkte. so besteht er aus einem Keeelschnitt und zwei eraden 
Linien. hat er sechs Doppelpunkte. so besteht er aus vier eraden Linien. 


| m die uneieentlichen Kiächen vıertien Grades. weiche aus zweı Flä- 


chen zweiten Grades bestehen. von der foloenden Unlersuchune überall aus- 


chlie . | ‚ ht am 4 RP A a - ı Flörl N. N BER 
ZUSCHIIESSEN . raucht man den Salz. «dass dielenieen Flachen vVIierien Grades. 
‘ r 1 | 27 D ia N ‚1; ! Ir 17 I] ınan way lerhı ılfı aop “77 ‚| , ılnı ' +1 
aus Wweicnen aAllı DEIICDILEN Kbehen iACFCIsSchNllpaare aussennNnelden. Hu aus 


\ 
ächen zweiten Grades bestehen können. oder noch hesser ten loiven- 


y . « ‘Q6 nt} | " p 7 4 1 { In y y» u 2 ' N a} | Y \ f 
den mehr aussagenden Satz. dessen sirenseer Beweis auf alveebraischem Wen: 


* zvg 
7 1 | 
Zwei Fi 


ohne besondere Schwieriekeit eeführt werden kann: 
Wenn alle durch einen festen Punkt gehenden libenen aus einer Fläche 
vierten Grades Kegelschnillpaare ansschneiden, so besteht dieselbe aus 
zwei Flächen zweiten Grades, mit Ausnahme des einen Falles. wo sie ein 
hegel rierten “irades ist. und die schneidenden Ilbenen alle durch den 
Mittelpunkt desselben gehen. 
Es werden nun foleende Fälle besonders behandelt: erstens, wo die 
Schaar der Ebenen. welche Kegelschnitipaare ausschneiden. nicht eine Schaaı 
| 


7 | z \ L‘] R » 1: 1 h x I. ru . 1} ' all na 177 /3 ınNn ‚vr 
von herührenden benen deı Fläcih ısi: zweıltens. wo alie Kbenen IICSEeI 


Schaar Tangentialebenen mit einem bBerührungspunkte sind. und driltens, wo 
dieselben doppelt berührende Ebenen sind. Es würden eigentlich noch die 
beiden Fälle hinzuzunehmen sein. wo eine Schaar von Ebenen die Fläche 
dreifach berührt. und wo sie die Fläche in einer geraden Linie berührt: die 
dreifach berührenden Ebenen. welche hier nur solche sein können. die dureh 
eine auf der Fläche lievende erade Linie eehen. eroeben aber keine bemer- 
kenswerthen Schaaren von Kegelschniltpaaren auf Flächen vierten Grades, und 
eine Schaar von Ebenen. welche in einer eanzen Linie berühren. findet nuı 
auf den abwiekelbaren Flächen vierten Grades Stall. von welchen unmittelbar 
klar ist. dass eine jede ihrer Tangentialebenen ausser einer graden Doppel- 


linie noch einen kKeeelschnitt ausschneidei 
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l. Die Flächen vierten Grades, aus welchen Schaaren von nicht berührenden 
Ebenen Kegelschnitte ausschneiden. 

Wenn eine Schaar von Ebenen. welche‘ eine Fläche vierten Grades 
nicht berühren, aus derselben Kegelschnittpaare ausschneiden soll, so muss jede 
Ebene dieser Schaar nothwendig durch vier Doppelpunkte der Fläche hindurch 
sehen. Ist nun keiner dieser vier Doppelpunkte für alle Ebenen der Schaar 
derselbe. sondern alle vier Doppelpunkte von einer Ebene zur andern ver- 
änderlich, so muss die Fläche vierten Grades nothwendig eine Doppel- 
punkiscurve vierten Grades haben. Hieraus folgt weiter, dass alle beliebigen. 
auch jener Schaar nicht angehörenden Ebenen aus der Fläche Curven mil 
vier Doppelpunkten, also Kegelschnittpaare ausschneiden müssen, dass also die 
Fläche vierten Grades nur aus zwei Flächen zweiten Grades bestehen kann. 

Ist einer der vier Doppelpunkte für alle Ebenen der Schaar derselbe, 
so müssen die drei anderen. von einer Ebene zur andern veränderlichen 
Doppelpunkte eine Doppelpunkisceurve dritten Grades für die Fläche bilden, 
welche diesen einen festen Doppelpunkt der Fläche nicht enthält; es müssen 
darum alle durch diesen festen Punkt gehenden Ebenen Curven vierten Gra- 
des mit vier Doppelpunkten, also Kegelschnittpaare ausschneiden, welches nach 
dem oben aufgestellten Satze nur dann möglich ist, wenn die Fläche vierten Gra- 
des aus zwei Flächen zweiten Grades besteht, oder wenn sie eine Kegellläche ist. 

Sind von den vier Doppelpunkten. welche jede Ebene der Schaar aus 
der Fläche vierten Grades ausschneiden soll, zwei für alle Ebenen dieselben 
und nur zwei von einer Ebene zur andern veränderlich, so muss diese Fläche 
ausser den zwei festen Doppelpunkten. durch welche alle Ebenen der Schaar 
hindurchgehen. noch eine Doppelpunktscurve zweiten Grades haben: und um- 
vekehrt. wenn sie eine Doppelpunktseurve zweiten Grades und ausserdem zwei 


einzelne Doppelpunkte hat. so schneiden alle durch diese beiden festen Dop- 


pelpunkte gehenden Ebenen Curven mit vier Doppelpunkten aus der Fläche 
aus, also Kegelschnitipaare, wenn nicht etwa die Verbindungslinie beider Dop- 
pelpunkte durch die Doppelpunktseurve hindurchgeht,. in welchem Falle diese 


Verbindungslinie eine auf der Fläche liegende grade Linie sein müsste. Man 


hat also folgenden Salz: 
Alle Flächen vierten Grades mit einer Doppelpunktscurve zweiten Grades 
und zwei einzelnen Doppelpunkten, deren V erbindungslinie nicht durch die 
Doppelpunktseurve hindurchgeht, werden von der Schaar der durch die 


heiden Doppelpunkte gehenden Ebenen in Wegelschnitipaaren geschnitten. 
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Die allgemeinste Form der Gleichung für alle Flächen vierten Grades. 
welche eine ebene Doppelpunktscurve zweiten Grades haben, ist: 
= pi y, 
wo g und y ganze rationale Functionen zweiten Grades sind. und p eine 
lineare Function der drei Coordinaten. Nimmt man in derselben ı als Pro- 
duet zweier linearen Funclionen q und r, so erhält man 

p Ip'gr, 

und dieses ist die allgemeinste Form der Gleichung 
Grades, welche ausser der Doppelpunktseurve zweiten Grades noch zwei Dop- 


aller Flächen vierten 


pelpunkte haben. deren Verbinduneslinie nicht eine auf der Fläche lievende 
0 ıst die Doppelpunktsceurve zweiten 


orade Linie ist. Die Curve =, p: 
U. r 0. 


Grades. und die beiden Durchschnittspunklte der graden Linie q 
mit der Fläche zweiten Grades 9=0, sind die beiden Doppelpunkte der Fläche 
vierten Grades. Alle durch die Axe qg=0, r: 
den Kegelschnittpaare aus der Fläche aus, die beiden Ebenen q 


0 gehenden Ebenen schnei- 
0) und r=0O 


schneiden Kegelschniltpaare aus, die sich decken, und sind singuläre Tangen- 
tialebenen der Fläche, welche dieselbe in diesen Kegelschnilten berühren. 
Die Flächen vierten Grades. welche ausser der Doppelpunktiseurve 

zweiten Grades noch zwei Paare von Doppelpunkten haben und zwei durch 
dieselben hindurchgehende Büschel von Ebenen, welche Kegelschnitipaare aus- 
schneiden, sind alle in folgender Form enthalten: 

p+gr—st)' Ivgr, 
oder was dasselbe ist: 

p—gr+st)” = Ap’st, 
Wo pP, q, 7, s, t beliebige lineare Functionen der Coordinaten sind. welche 


Gleichung auch in folgende einfache Form gesetzt werden kann: 
p-rygqr-ryst 0. 


Die beiden Büschel von Ebenen. welche Kegelschniltpaare ausschneiden, sind 
g+/r=0 und s+rt=0, für beliebige Werthe der Constanten 4 und u, die 
Ebenen 9=0, r=0,.s=0. t=0 sind vier singuläre Tangentialebenen der 
Fläche, welche dieselbe in Kegelschnitten berühren. also einhüllen. Da diese 
Flächen ausser der Doppelpunktscurve zweiten Grades p=0, gr—st=0, noch 
vier einzelne Doppelpunkte haben. deren zwei durch die Gleichungen q=0, 


r=0(, pP—st=0, die beiden anderen durch die Gleichungen s=V, t=0, 
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p—-gr=N gegeben sind, und da diese vier Doppelpunkte auf sechs verschie- 
dene Weisen sich zu zweien verbinden lassen. so könnte man erwarten, dass 
sechs verschiedene Schaaren von Kegelschnittpaaren, deren Ebenen durch die 
sechs Verbindungslinien der vier Doppelpunkte gehen, auf denselben Statt 


haben möchten: untersucht man aber die Laee der vier Doppelpunkte 


ge- 
nauer. so findet man, dass von den sechs Verbindungslinien derselben vier 
durch die Doppelpunkliscurve zweiten Grades hindurchgehen und darum auf 
der Fläche vierten Grades liegende grade Linien sind. und dass die beiden 
Ebenenbüschel g+4r =V, und s+-ut=0 die einzigen sind. weiche Kegel- 
schnillpaare ausschneiden. 

In diese Kategorie von Flächen vierten Grades gehört unter anderen 
auch die zuerst von Herrn Charles Dupin behandelte und mit dem Namen 
('yelide belegte Fläche, deren beide Schaaren von Krümmungslinien Kreise 
sind. Die Doppelpunklscurve zweiten Grades liegt bei derselben im Unend- 
lichen. und von den vier einzelnen Doppelpunkten sind stels zwei imaginär. 
die beiden anderen aber können real sein. Die Gleichung dieser Fläche kann 
in foleende einfache Form seselzt werden: 

b° ' ac — ck)’ + by: +7 (er— ak)” —b’z‘. 

Die allgemeine Untersuchung führt nun weiter zu dem Falle. wo die 
Schaar von Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus der Fläche vierten Grades 
ausschneiden sollen, durch drei oder mehrere feste Doppelpunkte der Fläche 
hindurehgeht. Eine Schaar solcher Ebenen kann aber nur dann Statt haben. 
wenn alle diese Doppelpunkte in grader Linie liegen. welche eine grade Dop- 
pelpunktslinie der Fläche ist. Dieser Fall giebt unmittelbar folgenden Satz: 

lus einer jeden Fläche vierten Grades. welche eine grade Doppelpunkts- 
finie hat, schneiden alle durch die Doppelpunktslinie gelegten Ebenen 
INegelschnitte aus. 
Die Gleichungen der Flächen dieser Kategorie sind alle in folgender Form 
enthalten: 
py+Rpgayı+g9: 0 
WO %. 1. %5 beliebige Funclionen zweiten Grades. p und q lineare Functio- 
nen der Coordinaten sind. p=0. qg=0 ist die Linie der Doppelpunkte. 

Eindlich bleiben hier noch die Fälle zu untersuchen, dass von den vier 

Doppelpunkten der Kegelschnitipaare,. welche von einer Schaar von Ebenen 


auspeschnitten werden sollen. zwei oder mehrere in einem. oder in zwei 


festen Punkten vereinigt sind. in welchen diese Kegelschnitipaare sich be- 





N 


N 
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rühren. Die vollständige Erörterung aller dieser Fälle ereiebt zunächst nur 
eine speciellere Fläche der bereits eefundenen Art «4° Ip gr. mil eineı 
Doppelpunkiseurve zweiten Grades und zwei Doppelpunkten. nämlich dieienige. 
in welcher die beiden Doppelpunkte unendlich nahe an einander lieren. ausser- 
dem aber führt sie auf eine neue merkwürdiee Art von Flächen vierten Gra- 
des. auf welchen eine Schaar von Kegelschniltpaaren liegen. die einen dop- 
pelten Contact haben. Ks sind diess die Flächen vierten Grades. welche in 
zwei verschiedenen Punkten sich selbst berühren. Leot man nämlich dureh 
die beiden Selbstberührungspunklte einer solchen Fläche irgend eine Ebene, 
so schneidet dieselbe eine Curve aus. welche in diesen beiden Punkten sieh 
selbst berührt: eine Curve vierten Grades kann aber nicht zwei Punkte der 
Selbstberührune haben. ausser wenn sie aus zwei Kevelschnitten besiehl. man 


Iso foleenden Satz: 


hat a 

Die Flächen vierten Grades, welche in zwei verschiedenen Punkten sich 
selbst berühren, haben die Kigenschaft. dass alle durch die beiden Selbst- 
berährungspunkte gehenden Ebenen aus ihnen hegelschnittpaare ausschnei- 


I | 
den. welche sich in diesen beiden Punkten berühren. 


+ E i N > . ‘ E s ne ® . or ‚ y1. 1. . 
ie allvoemeinsie Form der Gleichune für diese Art von Flächen ist: 


i 
Y ap | bp’g 6 epq l dpgq reg, 
wo g eine Funclion zweiten Grades ist. p und q lineare Funclionen und «. 


.) j 
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b. e. d. e Conslanten. Die beiden Punkte. in denen diese Fläche sich selbst 
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zerfällt werden kann, schneiden aus der Fläche Kegelschnittpaare aus. die sich 
vollständie deeken. sie sind also sineuläre Tangentialebenen der Fläche. welche 
dieselbe in diesen Kegelschnitten berühren. Eine Doppelpunelsceurve hal diese 
Art von Flächen im Allgemeinen nicht. sondern nur in dem speciellen Falle. 
wo zwei der vier sineulären Tangentialebenen sich zu einer vereiniveen. d. ıi 
wenn jener Ausdruck vierten Grades zwei gleiche lineare Factoren hat. 
Fasst man alle Fälle zusammen. in denen eine Schaar von Ebenen. 
welche nicht Taneentialebenen sind. aus einer Fläche vierten Grades Kegel- 


schnitte ausschneidet. so ereiebt sich aus denselben das alleemeine Resultat: 
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Wenn eine Schaar von Ebenen, welche nicht berührende Ebenen einer 
Fläche vierten Grades sind, aus derselben Kegelschnitte ausschneidet, so 
gehen alle Ebenen dieser Schaar nothwendig durch eine feste grade Linie: 
Alle Flächen vierten Grades, aus welchen Schaaren von nicht berühren- 
den Ebenen Kegelschnitte ausschneiden, können daher als durch Rotation 
eines veränderlichen Kegelschnitts um eine, in seiner Ebene liegende, feste 


Are entstanden betrachtet werden. 


2. Die Flächen vierten Grades, aus welchen Schaaren einfach herrührender 
Ebenen Kegelschnitte ausschneiden. 

Damit eine einfach berührende Ebene aus einer Fläche vierten Grades 
ein Kegelschnittpaar ausschneide, muss sie notlhwendig durch drei Doppel- 
punkte der Fläche hindurchgehen und diese Bedingung ist zugleich hinreichend. 
wenn nicht der Berührungspunkt mit zweien dieser Doppelpunkte in einer 
oraden Linie liegt. welche alsdann eine grade Linie der Fläche sein muss. 

Wenn nun erstens die Ebenen der Schaar nicht alle durch einen festen 
Doppelpunkt der Fläche hindurchgehen, so bilden die von einer Ebene zur 
anderen veränderlichen drei Doppelpunkte, welche jede dieser Ebenen aus- 
schneiden muss. eine Doppelpunktseurve dritten Grades: der Fall aber. dass 
der Berührungspunkt mit zweien der übrigen drei von der Tangentialebene 
ausgeschniltenen Doppelpunkten stets in grader Linie liegt, tritt allemal dann. 
und auch nur dann ein, wenn die Fläche vierten Grades eine gradlinige ist. 
Also alle Flächen vierten Grades. welche eine Doppelpunktseurve dritten Gra- 
des haben und welche nicht gradlinige Flächen sind. werden von allen ihren 
Tangentialebenen in Kegelschniltpaaren geschnitten, aus den gradlinigen Flächen 
vierien Grades aber schneiden die in einem Punkte berührenden Ebenen nur 
srade Linien mit Curven dritien Grades aus. 

Untersucht man nun die besonderen Fälle, erstens. wo die Doppel- 
punktseurve dritten Grades eine Curve doppelter Krümmung ist, zweitens. wo 
sie aus einem Kegelschnilt und einer graden Linie besteht, und drittens. wo 
sie aus drei graden Linien besteht, so findet man: 

Alle Flächen vierten Grades, welche eine Curve doppelter Krümmung 


vom dritten Grade zur Doppelpunktseurve haben, sind nothwendig gradlinige 


Flächen. 
Einen Kegelschnitt und eine grade Linie als Doppelpunktseurven kann 
eine Fläche vierten Grades nur dann enthalten. wenn die grade Linie den 
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Kegelschnitt in einem Punkte schneidet: alle Flächen dieser Art sind aber 
ebenfalls nur gradlinige. 

Drei grade Doppelpunktslinien können Flächen vierten Grades nur in 
foleenden drei Fällen enthalten. erstens. wenn diese drei eraden Linien. in 
eine zusammenlallend, eine dreifache Linie der Fläche bilden. zweitens. wenn 
zwei dieser graden Doppelpunktslinien nicht in einer Ebene liegen. die dritte 
aber diese beiden schneidet und drittens, wenn alle drei graden Doppelpunkts- 
linien durch einen und denselben Punkt gehen. Der erste und zweite dieser 
Fälle kann aber wieder nur bei eradlinigen Flächen Statt haben. es bleib! 
daher nur der eine Fall übrig. wo die drei graden Doppelpunktslinien durch 
einen und denselben Punkt gehen. in welchem die Fläche vierten Grades im 
alleemeinen nicht eine eradliniee ist. Also: 

Die Flächen vierten Grades, welche drei durch einen und denselben Punkt 
gehende grade Doppelpunktslinien besitzen, haben die Eigenschaft, dass 
alle Tangentialebenen aus denselben Kegelschnittpaare ausschneiden 
Die alleemeinste Form der Gleichung dieser Flächen ist: 
Agqgr +Brp +Cp'g +2 Dpgrs 0, 
wo »,. q. r, s beliebige lineare Functionen der Coordinaten sind. und A, B, 
C, D beliebige Constanten. Die drei Ebenen p=0. g=0. r=0 sind die- 
jenigen. deren drei Durchschniltslinien die Doppelpunktslinien der Fläche sind. 
der Durchschnittspunkt derselben p=0. y=0. r=0O ist ein dreifacher Punkt 
der Fläche. Auf dieser Fläche lieren unendlich viele Schaaren von Kegel- 
schnitten. in der Art, dass durch jeden beliebigen Punkt des Raumes eine 
sanze Schaar von Ebenen geht, welche alle Kegelschnittpaare aus der Fläche 
ausschneiden. Alle Ebenen einer solchen Schaar hüllen einen Kegel sechsten 


(Grades ein. weleher ein einhüllender Keeel der Fläche ist. Durch einen 


jeden Punkt auf der Fläche gehen unendlich viele Kegelschnitte, deren Ebenen 


einen Keeel vierten Grades einhüllen. welcher. wenn der Punkt auf einer der 
drei Doppelpunktslinien liegt, zu einem Kegel zweiten Grades wird. 

Diese merkwürdiee Art von Flächen vierten Grades. die einzige, aul 
welcher unendlich viele Schaaren von Keeelschnitten Statt haben. hat Steiner 
vor einer Reihe von Jahren entdeckt. er hat aber nichts davon veröffentlicht. 
sondern nur Herrn Weierstrass eine Construction derselben mitgetheilt, aus 
welcher dieser ihre Gleichungen in folgender Form berechnet hat: 

k L M 
1-7; y=T: =: 
Journal für Mathematik Bd. L\XIV. Heft 1 10 


LA 








74 Kummer, über Flächen vierten Grades. 


wo K, L, M, N beliebige ganze Functionen zweilen Grades von zwei unab- 
hängigen Veränderlichen sind; aus dieser Form aber lassen sich die Haupt- 
eigenschaften der Fläche, namentlich die drei graden Doppelpunktslinien und 
der ihnen gemeinsame dreifache Punkt, welche in der oben angegebenen Form 
klar am Tage liegen, nur schwer erkennen. 

Wenn die Schaar der einfach berührenden Ebenen, welche aus einer 
Fläche vierten Grades Kegelschnittpaare ausschneiden sollen, durch einen 
festen Doppelpunkt der Fläche hindurchgeht, so sind nur zwei der drei Dop- 
pelpunkte der Fläche, welche ausgeschnitten werden müssen, von einer Ebene 
der Schaar zur anderen veränderlich, dieselben müssen daher eine Doppel- 
punkislinie zweiten Grades bilden, und umgekehrt: 

Wenn eine Fläche vierten Grades eine ebene Doppelpunktseurve zweiten 
(Grades und ausser dieser noch einen Doppelpunkt hat, so schneiden alle 
durch diesen Doppelpunkt gehenden Tangentialebenen Kegelschnittpaare 


ans derselben aus. 
Die allgemeinste Form der Gleichung der Flächen vierten Grades. welche 
ausser einer Doppelpunktsceurve zweiten Grades noch einen Doppelpunkt haben. 
erhält man, indem man in der Gleichung 
g* = Ap’y 
v und g so wählt, dass w=0 einen Kegel zweiten Grades darstellt, und 
lie Fläche zweiten Grades 9=0 durch den Mittelpunkt des Kegels w—=0 


dass 
hindurehgeht. Der Mittelpunkt dieses Kegels ist alsdann Doppelpunkt der 
Fläche. und die Schaar der durch denselben hindurchgehenden und die Fläche 
vierten Grades berührenden Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus derselben 
ausschneidel, ist dieselbe als die Schaar der berührenden Ebenen des Kegels 
v—=0. Derjenige Kegel zweiten Grades, welcher in dem festen Doppel- 
punkte an die Fläche vierten Grades sich am genausten anschliesst, kann eben- 
lalls als ein solcher angesehen werden, dessen Tangentialebenen zugleich be- 
rührende Ebenen der Fläche sind, aber die Berührungspunkte derselben fallen 
überall mit dem festen Doppelpunkte selbst zusammen, und jede der durch 
dieselben ausgeschnittenen Curven hat in diesem Punkte eine Spitze und ausser- 
dem zwei Doppelpunkte, ist also nicht ein Kegelschniltpaar, sondern eine irre- 
duelible Curve vierten Grades. 

Der Fall. dass eine Schaar berührender Ebenen durch zwei feste Dop- 


pelpunkte der Fläche hindurchgeht, welcher nur dann Statt haben kann, wenn 


die Verbinduneslinie der beiden Doppelpunkte eine auf der Fläche liegende 
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orade Linie ist, führt auf keine besondere Art von Flächen vierten Grades 
mit Schaaren von Kegelschnitten. 


3. Die Flächen vierten Grades, aus welchen Schaaren von zweifach berührend: 


Ebenen Kegelschnitte ausschneiden. 
Jede zweifach berührende Ebene, welche ein Kegelschnittpaar aus einer 
Fläche vierten Grades ausschneiden soll. muss nothwendie durch zwei Doppel- 
punkte der Fläche hindurch gehen. Wenn nun eine ganze Schaar solcher 
Ebenen Statt haben soll. so können dieselben nicht alle durch einen festen 
Punkt gehen, die beiden Doppelpunkte müssen daher von einer Ebene der 
Schaar zur andern veränderlich sein und eine Doppelpunktseurve zweiten 
(‚rades bilden. also: 
Die Flächen vierten Grades, welche eine ebene Doppelpunktscuree zwei- 
ten Grades haben, werden von allen doppelt berührenden Ebenen in Kegel- 
schnitlipaaren geschnitten. 
Die schon oben aufgestellte Gleichung aller Flächen vierten Grades. welch 


eine ebene Doppelpunktseurve zweiten Grades haben. nämlich: 


f Ip w 
kann man auch in folgende Form setzen: 
(p-+24p') Ip (wg -+Kp"). 
in welcher 4 eine ganz beliebige Constante ist. Bestimm! man diese Con- 
stante in der Art, dass die Fläche zweiten Grades 
w+Ap-+Ap 0 

eine Kegellläche wird. so ist diese Kegellläche eine solche. welche die Fläch« 
vierten Grades doppelt einhüllt, in der Art, dass jede Tangentialebene dieser 
Kegellläche die Fläche vierten Grades in zwei verschiedenen Punkten berührt: 
die Schaar der diesen Kegel berührenden Ebenen ist also eine Schaar doppel! 
berührender Tangentialebenen der Fläche vierten Grades, welche Kegelschnitt- 
paare aus derselben ausschneiden. Die leicht zu entwickelnde Bedingung. dass 
w+4p-+4p"—=0O eine Kegellläche darstelle. führt auf eine Gleichung fünften 
Grades für die Constante 4, deren fünf Wurzeln fünf Kegelflächen geben. also: 

Es giebt im allgemeinen fünf verschiedene Kegel zweiten Grades, deren 

Tangentialebenen eine Fläche vierten Grades mit einer Doppelpunktscurr: 

zweiten Grades doppelt berühren, und Kegelschnittpaare aus derselben 


ausschneiden. 
I0 * 
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Wenn die Gleichung fünften Grades für A imaginäre Wurzeln hat, so werden 
die denselben entsprechenden Schaaren doppelt berührender Ebenen. welche 
Kegelschnitipaare ausschneiden, ebenfalls imaginär; wenn diese Gleichung aber 
zwei gleiche Wurzeln hat, so treten an die Stelle der entsprechenden Schaa- 
ren doppelt berührender Ebenen nur zwei singuläre Tangentialebenen der 
Fläche vierten Grades, welche dieselbe in Kegelschnitten berühren. oder auch 
eine Schaar einfach berührender Ebenen, welche aber alle durch einen festen 
Doppelpunkt der Fläche gehen. Hat die Fläche vierten Grades ausser der 
Doppelpunklseurve zweiten Grades noch ein oder zwei Paare von Doppel- 
punkten, deren Verbindungslinien nicht durch die Doppelpunktseurve hindurch- 
sehen, und demgemäss eine oder zwei Schaaren von nicht berührenden Ebe- 
nen. welche Kegelschnillpaare ausschneiden, so bleiben von den fünf Schaaren 
doppelt berührender Ebenen stets nur drei oder eine übrig. weil die anderen 
zu singulären Tangentialebenen der Fläche werden. 

Für die Dapinsche Cyelide hat die Gleichung fünften Grades. welche 
die fünf Schaaren doppelt berührender Ebenen bestimmt, zwei Paare gleicher 
Wurzeln, welchen die vier singulären Tangentialebenen dieser Fläche ent- 
sprechen (von denen zwei stels imaginär sind): die fünfte Wurzel dieser 
Gleichung aber giebt einen wirklichen Kegel zweiten Grades, dessen Tangen- 
tialebenen Kegelschnittpaare aus der Cvelide ausschneiden. Herr Stud. Schwarz. 
dem ich die Existenz dieser. wie ich glaube früher noch nicht bemerkten 
Schaar von Kegelschnitten auf der Cyclide mitgetheilt habe, hat gefunden. 
dass dieselbe stets eine Doppelschaar von Kreisen ist, dass also diese Fläche 
nicht nur auf zwei, sondern sogar auf vier verschiedene Weisen durch Be- 
weeung eines veränderlichen Kreises erzeugt werden kann. 

Endlich sind hier noch die gradlinigen Flächen vierten Grades zu er- 
wähnen. Die doppelt berührenden Ebenen derselben gehen steis durch zwei 
der erzeugenden Graden. sie schneiden also ausser diesen beiden geraden Linien 
nolhwendig noch Kegelschnilte aus, welche auch selbst wieder in zwei grade 
Linien zerfallen können. Also: 

Alle doppelt berührenden Ebenen der gradlinigen Flächen vierten Grades 


schneiden aus denselben zwei grade Linien und einen Kegelschnilt aus. 


Berlin. im Juli 1863 
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Note zur vorstehenden Abhandlun«e. 


(Von Herrn Weierstrass.) 


(Abgedruckt aus dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom 16. Juli 18% 


Aur die merkwürdige Fläche, welche Herr Kummer in seinem Vor- 
trage als eine von Steiner entdeckte anführt, ist dieser, wie ich von ihm er- 
fahren habe. gekommen, als er sich vor etwa fünfundzwanzie Jahren mil 
Untersuchungen über polare Beziehungen zwischen Punkten und Systemen von 
Linien und Flächen zweiten Grades beschäftigte. Da ich Grund habe zu be- 
zweifeln. dass sich in den hinterlassenen Papieren unseres verstorbenen Colle- 
oen über diesen Gegenstand etwas Zusammenhängendes finden werde. so möge 
es mir gestattet sein, bei dieser Gelegenheit das mir vor einigen Jahren dar- 
über Mitgetheilte, so unvollständig es sein möge, bekannt zu machen 

Die erwälnten Untersuchungen hatten Steiner zu folgendem Satze ge- 
führt. vermittelst dessen man, wenn man sich alle möglichen Flächen zweiten 
Grades denkt. jeder derselben einen bestimmten Punkt des Raumes zuordnen 
kann. 

Han nehme eine solche Fläche Y, willkührlich an, und auf derselben einen 
festen Punkt A: zieht man dann von diesem aus irgend drei Sehnen 
AL, AM, AN, welche dreien conjugirten Durchmessern einer andern 
Fläche ‘® parallel sind, und legt durch die Endpunkte L, M, N derselben 
eine Ebene, so geht diese stets durch einen Punkt P, dessen Lage 
nachdem Y, und A fixirt sind bloss con der Fläche \% abhängt, und 
der Pol der letzteren heissen möge. 

Ich muss jedoch bemerken, dass dieser interessante Salz, der sich nach 
Steiners Angabe synthetisch auf sehr einfache Weise ergeben soll, bereits im 
Jahre 1537 von Herrn Hesse veröffentlicht und analvlisch bewiesen worden 


ist”). Betrachtet man nun die Schaar derjenigen Flächen %. welche durch 


die Schnittlinie zweier bestimmten, W, und %,, gehen, und untersucht den 
geometrischen Ort ihrer Pole: so ergiebt sich. dass derselbe ein Kegel- 
schnitt ist. 


*) Crelles Journal Bd. 18, p. 110. 
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Dieses vorausgesetzt nehme man drei Flächen 9,. P,, P; an und denke 
sich zunächst durch die Schnittlinie zweier von ihnen eine neue gelegt. und 
dann wieder eine durch den Durchschnitt dieser und der dritten; so gelang! 
man zu einem System von Fläche P, welche man den Punkten einer Ebene 
in der Art zuordnen kann, dass jeder graden Linie der letzteren eine voll- 
ständige Schaar solcher Flächen zweiten Grades entspricht, welche eine ge- 
meinschaftliche Schnittlinie haben. Daraus folgt, nach dem vorhergehenden 
Satze. dass die Pole der ® eine Fläche bilden, auf welcher unendlich viele 
Schaaren von Kegelschnitten liegen, oder welche was dasselbe besagt 
auf wnendlich viele Arten durch Bewegung eines veränderlichen Kegelschnitts 
erzengt werden kann. 

Diese Fläche ist nun identisch mit der von Herrn Kummer in der vor- 
stehenden Abhandlung $. 2. aufgestellten, indem sie die charakteristischen 
Eivenschalten der letzteren besitzt. Steiner hatte nämlich gefunden. dass. 
wenn man einen der angegebenen Kegelschnitte betrachtet, in der Ebene des- 
selben stets noch ein zweiter liege, und daraus den Schluss gezogen, dass die 
Fläche com vierten Grade sein müsse. Ferner hatte er erkannt. dass die 
Ebene zweier soleher Kegelschnitte in einem der vier Durchschnittspunkte 
derselben die Fläche berühre, und dass der geometrische Ort der drei anderen 
ein System von drei graden, in der Fläche liegenden und in einem ausgezeich- 
neten Punkte derselben sich schneidenden Linien sei. 

Durch welche Betrachtungen Steiner diese Eigenschaften seiner Fläche 
ermittelt hat, kann ich nicht angeben. Analytisch sind sie leicht aufzufinden. 
indem man aus der hier angegebenen geometrischen Construction der Fläche 
die von Herrn Kummer aufgestellte Gleichung derselben ableitet, was bei einer 
passenden Wahl der Flächen ®,, P,. P; in dem betrachteten System nich! 


schwer ist. 
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Ueber die Steinersche Fläche vierten Grades, 


(Von Herrn Schröter zu Breslau.) 


Abgedruckt aus dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom 26, Nov. 181 


D:. zu Herrn Kummers Abhandlung: „über die Flächen vierten Gra- 
des, auf welchen Schaaren von Kegelschnitten liegen” *) hinzugefügten Bemer- 
kungen des Herrn Weierstrass hinsichtlich der synthetischen Betrachtungen. 
welche Steiner zu jener merkwürdigen Fläche vierten Grades geführt haben. 
deren sämmtliche Berührungsebenen Kegelschnittpaare ausschneiden wurden 
mir eine Veranlassung, den dort angedeuteten Weg weiter zu verfolgen und 
ich erlaube mir, die Ergebnisse dieser Untersuchung in dem Folgenden mit- 
zutheilen. 

1. Wenn man in der Ebene eines Kegelschnitts zu einem beliebigen 
Punkte x die Polare X bestimmt, auf derselben einen Punkt y nimmt und 
dessen Polare Y bestimmt, so ist der Schnittpunkt z von X, Y der Pol der 
Geraden Z, welche x, y verbindet. Solche drei Punkte heissen ein Tripel 
conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt. Hält man x fest und ver- 
ändert y auf X, so verändert sich auch z; die Punktenpaare y, = bilden ein 
Punktsystem (Involution) auf X, folglich die Strahlenpaare Y, Z ein, mit jenem 
perspeclivisches Strahlsystem. Lässt man den Punkt x die ganze Ebene durch- 
wandern, so durchstreift auch X die ganze Ebene; sie durchlaufen zwei aul 
einander liegende Gebilde von doppelter Unendlichkeit: ein Punktenteld und 
Strahlenfeld, die in reeiproker Beziehung zu einander stehen und in beson- 
derer Weise auf einander liegen. Ein solches Doppelgebilde heisst ein ebenes 
Polarsystem und kann auch aufgefasst werden als eine Unendlichkeit von Tri- 
in der Ebene des Po- 


peln in Bezug auf den Kegelschnitt. Dieser erscheint 
Polaren X 


larsysiems nur als der Ort solcher besonderen Punkte x. deren 
durch sie selbst hindurchgehen. 
Nimmt man von ireend einem Punkte 0 des Raumes aus die Per- 


speclive eines ebenen Polarsystems, so erhält man in 0 ein Doppelgebilde 
von zwei in gewisser Weise concentrisch liegenden, reciproken Bündeln. 


einem Strahlenbündel und einem Ebenenbündel; ein solches Doppelgebilde 





*) Monatsbericht der Berliner Akademie vom 16. Juli 1503. 
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heisse ein Polarbündel und kann auch aufgelasst werden als aus unendlich 
vielen Dreikanten (Tripeln conjugirter Strahlen) bestehend. die alle in dem 
semeinsamen Mittelpunkte des Polarbündels zusammenlaufen und durch je ein 
Tripel des ebenen Polarsystems gehen. 

\Wenn man von allen Punkten x einer Ebene E die Polarebenen in Bezug 
auf eine beliebige Oberfläche zweiter Ordnung bestimmt, die sämmtlich durch 
einen Punkt 0, den Pol von E laufen, und wenn die Polarebene von z in X 
die Ebene E schneidet, so bilden x, X ein ebenes Polarsystem, der Strahl 
Or und die Polarebene zu x ein mit demselben perspectivisches Polarbündel. 
Das ebene Polarsystem ist auch hinsichtlich des Kegelschnitts, in welchem E 
von der Fläche zweiter Ordnung geschnitten wird. ein ebenes Polarsvstem: 
es hört aber nicht auf, reell zu bestehen, wenn der ganze Kegelschnitt ima- 
oinär ist. Jede Ebene im Raume enthält daher in Bezug auf die Oberlläche 
zweiter Ordnung ein bestimmtes ihr zugehöriges Polarsvstem und jeder Punkt 
im Raume ist Mittelpunkt eines bestimmten ihm zugehörigen Polarbündels : 
beide liegen perspectivisch, wenn Punkt und Ebene Pol und Polarebene sind. 
Wenn insbesondere die Ebene E die unendlich-enifernte ist. so ist der Pol 
derselben in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung der Mittelpunkt der letz- 
teren: das Polarbündel. welches ihm zueehört. als eine Unendlichkeit von 
Dreikanten aulgelasst, ist das System der conjugirten Durchmesser der Fläche. 

2. Der a.a. ®. von Herrn Weierstrass mitgetheilte erste Steinersche 
Satz lautet in dem angegebenen Sinne erweitert. folgendermaassen: 

Wenn man den Mittelpunkt eines Polarbündels in eine Fläche zweiter 
Ordnung verlegt, so geht die Verbindungsebene solcher drei Punkte, in welchen 
jedes Tripel conjugirter Strahlen dieselbe trifft, durch einen festen Punkt, und 
dies ist die unmittelbare Ausdehnung des bekannten Satzes in der Ebene: 

Wenn man den Mittelpunkt eines Strahlsystems in die Peripherie eines 
hegelschnitts verlegt, so geht die Verbindungslinie solcher zwei Punkte, in 
welchen je zwei conjugirte Strahlen des Strahlsystems den Kegelschnitt treffen. 
durch einen festen Punkt. 

Nehmen wir zum Beweise einen beliebigen Strahl « und die conjugirte 
Ebene A des Polarbündels O und irefle ersterer die Fläche zweiter Ordnune 
F' in a und letztere in dem Kegelschnitt A, so werden alle Strahlenpaare 
b, e in der Ebene A, welche mit a zusammen ein Tripel conjugirter Strahlen 


des Polarbündels sind, ein Strahlsystem bilden und daher den Kegelschnit! 


A in Punktenpaaren treffen, deren Verbindungslinien durch einen festen 








1 


n 
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Punkt « laufen. Die Verbindungsebenen der Durchschnittspunkte von F" mil 
solchen drei Tripelstrahlen, deren einer «a fest bleibt. während die beiden 
anderen 5b, e in der Ebene A variiren, laufen daher durch eine feste Gerade 
ac. Denken wir uns die Tangentialebene T im Punkte O an F® und den 
derselben conjugirten Strahl # im Polarbündel bestimmt, so muss letzterer die 
Gerade ac treffen; denn da die Schnittlinie s von T und A Tangente an W 
ist und der dritte Tripelstrahl # zu « und s erhalten wird. indem wir eine 
Ebene durch a, f legen, die A in o schneidet. so muss die Verbindungslinie 
der Schnittpunkte des Paares s, o mit A® © selbst sein also durch « vehen. 
d.h. die durch a und f gelegte Ebene enthält «, also a@ wird von f velroffen. 
Dasselbe eilt von allen auf gleiche Weise wie a@ construirten Geraden. Neh- 
men wir nun im Polarbündel ein beliebiges zweites Paar b. B. welche in 
dem Punkt b und dem Kegelschnitt 3° der Fläche F" begegnen, und sei 
der Punkt in der Ebene BD, welcher in derselben Weise wie @ in A erhalten 
wird, so müssen nicht nur a«@ und b> von # gelrolfen werden. sondern auch 
sich selbst treffen. Die Ebenen A, B schneiden sich nämlich in einem Strahle 
c, dessen conjugirte Ebene C die durch a, b gelegte ist; der conjugirte Strahl 
zur Ebene (a,e) ist die Schnittlinie (A, C) und treffe F° in a’; der conju- 
oirte Strahl zu (b,e) ist die Schnittlinie (B,.C) und treife F" in Wr: die 
Linien aa’ und bb‘, welche in der Ebene Ü lieren. treffen sich in y, und ey 
ist olfenbar wiederum eine Linie der Art. wie a«@ und 67, muss also auch 
der Geraden f begeenen. Da nun die drei nach can’ hinsehenden Strahlen 


4 


ein Tripel conjugirter Strahlen des Polarbündels sind, so muss & auf ca’ lie- 


sen, also aca’a in einer Ebene und da y auf aa’ liegt, a« und cy in einer 
Ebene; aus gleichem Grunde auch by und cy in einer Ebene; wenn nun a« 
und b/ sich nicht träfen, so müsste die feste Gerade f, weil sie alle drei 
Geraden ac, b/, cy Irellen muss, entweder in der durch a«, cy oder in der 
durch bP, cy bestimmten Ebene liegen und durch den Schnittpunkt der jedes- 
maligen anderen Geraden gehen. Die Paare a, A und b, B sind aber ganz 
willkührlich gewählt; verändern wir daher das eine, während wir das andere 
festhalten. so müsste £ entweder mit a«@ oder mit 65 zusammenfallen, was 
widersinnig ist. Es müssen also ao und 6/5 selbst sich treffen und da im 
Allgemeinen nicht mit beiden zugleich in derselben Ebene liegen wird. so 
muss f durch den Schnittpunkt beider hindurchgehen. Verändern wir nun 
das eine Paar b, B beliebig im Polarbündel, so müssen alle Geraden b/> durch 
einen festen Punkt, den Schnittpunkt von f mit ae, gehen, also überhaupt die 


Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft. 1. 11 








52 Schröter, über die Steinersche Fläche vierten Grades. 


Verbindungsebenen der Durchschnittspunkte von F'’ mit je drei Tripelstrahlen 
des Polarbündels durch einen festen Punkt laufen, w. z. b. w. 

3. Wenn in der Ebene ein Büschel von Kegelschnitten KA, welche 
durch dieselben vier (reellen oder imaginären) Schnittpunkte von zweien der- 
selben hindurchgehen, gegeben ist. so bestimmt jeder dieser Kegelschnitte ein 
ebenes Polarsystem (1.) und wenn wir eine Fläche F'? mit einem auf ihr 
befindlichen Punkt O0 beliebig annehmen, so liefert nach dem vorigen Satze 
2.) jedes Polarsystem einen gewissen Punkt s im Raume als Durchschnitts- 
punkt solcher Ebenen, welche je drei Schnittpunkte der Fläche F” mit drei 
von O nach den Tripeln des Polarsystems hin gezogenen Strahlen verbinden. 
Da also zu jedem Kegelschnitte A des Büschels ein bestimmter Punkt s im 
Raume zugehört. so können wir nach dem Orte der Punkte s für sämmtliche 
hegelschnitte des Büschels fragen. Bekanntlich haben alle Kegelschnitte eines 
Büschels ein gemeinschaftliches Tripel (Diagonalpunkte des von den vier Mit- 
telpunkten des Büschels gebildeten vollständigen Vierecks); also wird diejenige 
Ebene. welche die Durchschnittspunkte von F'’ mit den drei von O nach dem 
gemeinschaftlichen Tripel gezogenen Strahlen verbindet, alle Punkte s ent- 
halten; um nun einen Punkt s zu erhalten, ist es nur noch nöthig, die Tan- 
gentialebene in O an F zu legen, welche die Ebene des Kegelschnittbüschels 
in einer Geraden % schneiden wird, alsdann den Pol von Y in Bezug auf einen 
Kegelschnitt des Büschels mit 0 zu verbinden und den Schnittpunkt s dieser 
Verbindungslinie mit der vorhin ermittelten Ebene zu fixiren. Die sämmtlichen 
Pole von Y in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels liegen aber bekannt- 
lich auf einem bestimmten Kegelschnitt 8, der durch das gemeinschaftliche 
Tripel des Büschels hindurchgeht und der gesuchte Ort der Punkte s ist, daher 
der Durchschnitt der vorhin ermittelten Ebene mit den von O nach dem Kegel- 
schnitt 8 gezogenen Kegelstrahlen, folglich ein Kegelschnitt. Dies kommt mit 
dem zweiten von Herrn Weierstrass a. a. 0. mitgetheilten Satze überein. 
denn ein ebenes Polarsystem wird sowohl durch einen Kegelschnitt bestimmt, 
als auch durch eine beliebige Fläche zweiten Grades. die jenen Kegelschnitt 
enthält (1.): zu einer solchen Gruppe von Polarsvstemen, wie sie zuletzt be- 
Irachtet ist, hällen wir anstatt mittelsi eines Kegelschnittbüschels auch mittelst 
eines Büschels von Flächen zweiter Ordnung gelangen können, welche durch 
dieselbe Raumeurve vierter Ordnung (Schnilteurve zweier bestimmter Flächen) 
sehen. Die erstere Auflassung scheint aber bequemer zu sein, weil dabei 


nur in der Ebene zu operiren ist und wir werden sie daher auch im Fol- 





RE 
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genden festhalten, da die Allgemeingültigkeit des Resultates nicht beeinträchtiet 
wird. obschon die Betrachtung nur für den Fall der Realität von Theilen der 
Figur, welche auch imaeinär werden können. dureheeführt ist. 

4. Sind drei beliebige Kegelschnitte A, DB, Ü in der Ebene gegeben. 
so ist der Ort solcher Punkte, deren drei Polaren in Bezug auf jene sich in 
einem Punkte treffen eine allgemeine Curve dritten Grades, welche durch die 
gemeinschaftlichen Tripel der paarweise zusammengenommenen Kegelschnitte 
(A,B) (B,C) (C, A) hindurchgeht und durch diese 9 Punkte vollständig be- 
stimmt wird *). 

Seien ao’, PP’P", yy'y' die gemeinschaftlichen Tripel der Kegel- 
schnittpaare (B, ©). (C, A). (A, B), sei @ eine beliebige Gerade. deren Pole 
in Bezug auf A, B, C respective a. b. c heissen mögen und bewegen wir 
auf @ einen veränderlichen Punkt P, dessen Polaren in Bezug auf A, B, (C 
respeclive a, b, ce seien, so dreht sich a uma. b um b. e um c unda, b, « 
beschreiben drei mit der von P durchlaufenen Punktreihe projeetivische Strahl- 
büschel; der Ort des Schnittpunktes (db, e) ist daher ein Kegelschnitt, welcher 
durch ae’ be. der Ort des Schnittpunktes (e,a) ein zweiter Kegelschnitt. 
welcher durch /5/P'P"ca geht; beide Kegelschnitte haben den Punkt c mithin 
noch drei andere Punkte Q0’0” gemein, welche die verlangte Eigenschaft be- 
sitzen, dass für drei gewisse Punkte PP'P" der Geraden @ die drei Polaren 
in Bezug auf die gegebenen Kegelschnitte sich in je einem der Punkte ©. 
0’, 0" ireffen. Ein solches Paar P, Q heissen conjugirte Punkte, weil auch 
die Polaren von Q in Bezug auf die drei gegebenen Kegelschnilte durch P 
laufen. Die conjugirten Punkte PP'P” sind auf der Geraden @ leicht zu be- 
stimmen. sobald man Q0’0” gefunden hat. Sobald nämlich P, 0 ein Paar 
conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt A sind (d. h.-zwei solche 
Punkte, dass die Polare von P durch O und also auch durch die Polare von 
0 durch P geht) und P’'O' ein zweites Paar conjugirter Punkte in Bezug auf 
denselben Kegelschnitt. so ist leicht zu erweisen, dass die beiden Schnitt- 
punkte der Verbindungslinien (PP', O0") und (PO’, OP’) nothwendig ein drittes 
Paar conjugirter Punkte in Bezug auf denselben Kegelschnitt sein müssen. Da 
nun diese Eigenschaft für unsere Punkte P, Q und PO’ in Bezug auf alle 


drei Kegelschnilte A, B, C stattfindet, so gilt sie auch für das dritte Paar. 


*) Dieser Satz ist von Herrn Hesse im XXVIII. Bande dieses Journals Seite 105 
angegeben und analytisch bewiesen. 
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s giebt aber auf der Geraden PP’ oder @ nur einen einzigen dritten Punkt 
P", dessen drei Polaren sich in demselben Punkte 0” treffen. folglich muss 
P'" der Schnittpunkt sein. in welchem 00’ die Gerade @ trifft und 0” der 
Schnittpunkt von PO’ und OP’ d.h. P, P’, P” sind diejenigen drei Punkte, 
in welchen die Seiten des Dreiecks 000” der Geraden @ begegnen und 
zwar liegen O0'’P", V'O"P, Q’OP’ in je einer Geraden oder die sechs Punkte 
PP'’P'O0'0" sind die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits. 

Da auf der beliebigen Geraden @ nur drei Punkte der verlangten 
Eigenschaft existiren. so ist der Ort sämmitlicher Punkte P, Q eine Curve 
dritten Grades, welche sich auch in folgender Weise construiren lässt: denken 
wir uns die Gerade @ um einen beliebigen festen Punkt O gedreht, so ver- 
ändern sich mit ihr die Punkte 000”: von den beiden Kegelschnitten,. deren 
jedesmalige Schnittpunkte sie sind, geht der erste durch die drei festen 
Punkte ae", während die beiden Punkte 6 und c auf den Polaren von O in 
Bezug auf B und € zwei gerade Punktreihen durchlaufen; da der Schnitt- 
punkt «, dieser beiden Polaren nothwendig auch auf dem Kegelschnitte liegt. 
so beschreibt dieser bei seiner Veränderung ein Kegelschnittbüschel von vier 
festen Punkten aa’a”e,: ebenso beschreibt der zweite Kegelschnitt ein Büschel 
von vier Punkten 5/5'5”p,, wenn /, den Schnittpunkt der Polaren von O in 
Bezug auf die Kegelschnitte € und A bezeichnet; der veränderliche Punkt c. 
den beide Kegelschnitte gemein haben, liegt auf der festen Verbindungslinie 
@,P9, der Polare von O in Bezug auf €. Hieraus folgt. dass die beiden 
Büschel projectivisch sind. also der Ort ihrer drei anderen jedesmaligen 
Schnittpunkte Q0’Q” eine allgemeine Curve dritten Grades ist, welche durch 
durch e,/%, geht. Die Punkte z7y'7" des gemein- 


a WA] Wa]], 


3 » . 
aaa” 99", aber nicht 
schaftlichen Tripels von A und DB liegen auch auf dieser Curve dritten Grades, 
denn die Polaren von y in Bezug auf A und 5 fallen zusammen in die Linie 


y'y'., folglich schneiden sich alle drei Polaren von y in Bezug auf A, B, © 
in 
dritten Grades vollständie bestimmt d. 
Grades durch dieselben gehen: sonst müsste nämlich ein ganzes Büschel Curven 


Dar ar ‚nn 


einem Punkte. Durch die neun Punkte ade" Pp’p"yy'y" ist die Curve 
h. es können keine zwei Curven dritten 


dritten Grades hindureheehen und da eo’e"37'7" sechs Punkte eines Keoel- 
oO ee 4 _ 


sehnitts sind. weil zwei Tripel desselben Kegelschnitts C immer auf einem 


Keoelschnitt liegen. so müssten yy’y” auf einer Geraden liegen; dies ist aber 


Tripelpunkte im Allgemeinen nicht in einer Geraden liegen; 


unmöglich. weil drei 
also kann nur eine Curve dritten Grades durch jene neun Punkte gehen. 
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Aus dem Vorigen folet zugleich, dass ein dritter durch die Punkte 
yy'y'ab gelegter Kegelschnitt die Punkte QQ’Q” enthalten muss; und da dieser 
Kegelschnitt auch als der Ort der Pole der Geraden @ in Bezug auf sämmt- 
liche Kegelschnitle des durch A und P bestimmten Büschels an»esehen werden 
kann. so folgt ein Satz, von dem wir später Gebrauch machen: 

Drei beliebige Wegelschnitte A, B, Ü bestimmen drei Büschel (BC). 


0, A). (A, B); die Pole einer Geraden G in Bezug auf alle Kegelschnitte 
eines Düschels liegen auf einem Kegelschnitt: die auf diese Weise für die drei 
Büschel erhaltenen WKegelschnitte laufen durch dieselben drei Punkte. 

9. Die drei Kegelschnilte A, DB. CE seben zu zweien combinirt drei 
Kegelschnittbüscheln (DB, C), (€, A). (A, B) ihre Entstehung; die vorhin er- 
mittelten Punkte OO'0” als die conjugirten zu gewissen drei auf einer ve- 
vebenen Geraden @ liegenden PP’P” stehen noch in folgender merkwürdigen 
Beziehung zu den Büscheln. Die Polaren von QO in Bezue auf alle Kevel- 
schnitte des Büschels (BD, C) gehen durch P, folelich wird die Gerade PO'O" 
die Polare von O in Bezug auf einen besondern Kegelschnitt U des Büschels 
B,C) sein und ebenfalls in Bezug auf einen besondern Kegelschnitt ® des 
Büschels ‘C, A) und einen besondern & des Büschels ‘A, B). Die Kevel- 
schnitte ABE sind vollständig und eindeutig durch diese Bedingung bestimmt. 
Für die beiden Kegelschnitte A und B muss daher G ein Punkt des gemein- 
samen Tripels sein und 00” seine Polare: die Polare von 0’ in Bezug auf 
A und ® muss daher durch O0 zehen. zugleich aber auch durch P’, den con- 
iugirten Punkt zu Q’ in Bezug auf alle drei Kegelschnitte A, D, C also auch 
in Bezug auf A und B; da nun P'O0” in einer Geraden liegen, so ist 007 


DL ”, folelich 000" das ge- 


die Polare von 0’ für beide Kegelschnitte A und 8. 
meinsame Tripel der Kegelschnitte X und B und in gleicher Weise der Kegel- 
schnitte B und &: diese drei neuen Kegelschnitte ADE müssen daher dem- 
selben Büschel angehören, weil zwei Kegelschnilte immer nur ein gemein- 
schaftliches Tripel haben können. Da nun umgekehrt leicht einzusehen ist. 
dass zwei beliebiee den Büscheln (RB, C ) und (C, 4, entinommene Kegelschnilte 
X und B ein gemeinsames Tripel QO’O” haben. welches auf der in (4.) er- 
mittelten Curve dritien Grades liegen muss. so folet zunächst ein Salz, von 
welchem später Gebrauch gemacht wird: 

Sind b, C, X drei Kegelschnitte eines Düschels und C, 
welches den Kegelschnitt C mil dem 


A. D drei 


Kegelschnitte eines zweiten Büschels. 
vorigen gemein hat, so giebt es einen Kegelschnitt &, der sowohl in dem durch 
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A und B bestimmten Büschel, als auch in dem durch A und DB bestimmten 
Büschel liegt, d. h. die acht Mittelpunkte der Büschel (A, B) und (A,DB) liegen 
auf einem Kegelschnitt &, und weiter, da X und B zwei willkührlich aus den 
drei Büscheln (B,C),. (C, A), (A,B) entnommene Kegelschnitte bedeuten, deren 
semeinschaftliches Tripel Q0'Q" ist, dass der Ort dieser unendlichen Mannig- 
faltiekeitl von Tripeln ein und dieselbe Curve dritten Grades ist, welche bereits 
/4.) als der Ort der in Bezug auf die drei Kegelschnitte A, 3, C gleichzeitig 
conjugirten Punktpaare P, Q gefunden wurde. Diese Curve heisse daher 
kurzweg Tripeleurve und solche drei Punkte, wie QQ’Q” ein Tripel der Tripel- 
curve. Also: 

Ein Tripel QQ'Q" der Tripeleurve liegt immer so auf derselben, dass 
die drei ihnen conjugirten Punkte PP'P” auf einer Geraden sich befinden und 
die jedesmaligen dritten Schnittpunkte der Dreiecksseiten des Tripels QQ'Q" 
mit der Tripelcurve sind *) 
und auch umgekehrt. Die sechs Punkte PP’P"’QQ'Q” bilden daher zu dreien 
vier Tripel der Tripeleurve und liegen zu dreien auf vier Geraden: 


000" ein Tripel PP'P" auf einer Geraden 


OP'P'" Ev ie PO'O" gs ” 2 
0 PP - - RO - - - 
0 PP - - PO - -  - 


6. Die drei Kegelschnitte A, B, C geben nicht nur drei Büscheln 
(B,C) (C, A) (A, B) ihre Entstehung sondern unendlich vielen, indem irgend 
drei aus letzteren herausgenommene Kegelschnitte wiederum drei Büschel be- 
stimmen u. s. f. Die Totalität der allen diesen Büscheln angehörenden Kegel- 
schnitte heisst ein Kegelschnitinetz: um dieselben anschaulicher zu übersehen, 
denken wir uns aus dem Büschel (B, C) einen veränderlichen Kegelschnitt 
2 entnommen, denselben mit A zur Bildung eines neuen Büschels (A, A) zu- 
sammengestellt und dann die Kegelschnitte des Büschels (A, 2) aufgefasst; 
indem wir I sich verändern lassen, erhalten wir unendlich viele Büschel also 
eine Schaar-Schaar von Kegelschnitten. welches die sämmtlichen Kegel- 
schnitte des Netzes sind. Selbstverständlich gehören dem Netze auch ABC 
an und es lässt sich zeigen, dass wenn wir drei beliebige andere Kegelschnitte 
des Netzes, die nicht demselben Büschel angehören, in der eben angegebenen 


*) Vergl. Steiner: Sätze über Uurven zweiter und dritter Ordnung in diesem 
Journal Bd. XXXIL, Seite 300 ff. 
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Weise zur Bildung des Netzes verwenden, keine neuen Kegelschnilte mehr 
hervorgehen, sondern nur die früheren. aber i» anderer Anordnung zu Büscheln 
vereinigt. Nehmen wir zunächst einen beliebigen Keeelschnitt ® aus dem 
Büschel (C, A) und bilden das veränderliche Büschel (B,®). so muss. weil 
B, C, A einem Büschel und €, A, DB einem zweiten Büschel aneehören. 
welches mit dem ersten den Kegelschnitt € gemein hat, nach dem vorhin 
hewiesenen Satze ein Keeelschnitt existiren, der den Büscheln ‘4. MW) und 
B.®B) aameinschaftlich ist. Verändern wir nun U. so giebt es in jedem 
Büschel (A,W) einen Kegelschnitt. der bei beliebig gewählten B dem Büsche) 
(B,B) angehört und umgekehrt verändern wir B. so giebt es in jedem 
Büschel (B,3) einen Kegelschnitt. der bei beliebig gewähltem A dem Büschel 
4,W) angehört: also jeder Kegelschnitt aus dem veränderlichen Büschel 
A, ist gleichzeitig in den aus dem veränderlichen Büschel (RB, 3) hervor- 
sehenden Kegelschnitten enthalten und umgekehrt. also die Schaar - Schaar 
von Kegelschnilten ist dieselbe. ob wir (B,C) und A, oder (€, A) und B. 
oder (A, B) und € zur Bildung des Netzes verwenden. Nehmen wir zweilens 
irgend einen Kegelschnitt ), der einem bestimmten Büschel (A, %,) der un- 
endlich vielen Büschel (A, X) angehört, heraus, so liegen einmal D, A, U 
in einem Büschel, zweitens auch DB, A, MW, in einem Büschel (5, C). also 
haben nach dem obigen Satze (A, A) und (B, D) einen Kegelschnitt gemein 
d.h. alle Büschel (A, X) können auch bestimmt werden durch Kegelschnitte 
aus dem Büschel (B, D) und umgekehrt, d. h. (B,C) und A, oder (B, D) und 
4 zur Bildung des Netzes verwendet liefern dieselbe Schaar-Schaar von 
Kegelschnitten. Hieraus ergiebt sich. dass ebenso wie (A, B) und C auch 
(A,B) und D dieselbe Schaar - Schaar liefert und folglich auch (DB, D) und A. 
oder (B,D) und E, oder (D, E) und B, oder (D, E) und F, wenn D, E, F 
drei beliebiee Keeelschnitte des Netzes sind. die nicht demselben Büschel an- 
sehören. w. z. b. w. *) 

7. Sind P, 0 eleichzeilig conjugirte Punkte in Bezug auf jeden der 
drei ursprünglichen Kegelschnitte A, B, €, so dass also für jeden die Polare 
von P durch @ geht und umgekehrt, dann ist es ersichtlich, dass sie in Be- 
zug auf alle Kegelschnitte des Netzes conjugirte Punkte sein werden. Die 


Tripeleurve ist also immer dieselbe, welche drei Kegelschnitte des Netzes 


*) Die Schaar- Schaar Kegelschnitte eines an werden tr durch die 
Gleichung f+Ag +uw = O0 repräsentirt, wo f = g=0, w=0 die Gleichungen 
dreier belie biger Kireischnitte und 4, u zweı si Cons sönien bedeuten. 
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man auch zur Bildung* desselben wähle: sie enthält mithin sämmtliche gemein- 
schaftlichen Tripel irgend zweier Kegelschnitte des Netzes und da sich die 
letzteren in unendlich mannichfacher Weise zu Büscheln zusammenfassen lassen. 
so giebt es auch eine unendliche Mannichfaltigkeit von Tripeln der Tripel- 
curve. Irgend zwei Punkte O und 0’, willkührlich auf der Tripeleurve ge- 
wählt, können als zwei Punkte des gemeinschaftlichen Tripels eines bestimmten 
Büschels des Netzes aufgefasst werden und es giebt dann nur ein einziges 
Büschel, welches zu seinem gemeinschaftlichen Tripel dieses willkührlich ge- 
wählte Tripel der Tripeleurve hat; man erhält den dritten zugehörigen Tripel- 
punkt 0”, indem man zu Q und 0’ respective die conjugirten Punkte P und 
P’ auf der Tripeleurve aufsucht und den Schnittpunkt von PO’ und OP’ be- 
stimmt, welcher 0” ist. Das diesem Tripel 00'0"” zugehörige Büschel des 
Netzes erhält man, indem man denjenigen Kegelschnitt A des Büschels (B, € 
aufsucht, für welchen Q und PO’ Pol und Polare sind und ebenso denjenigen 
bestimmten Kegelschnitt B des Büschels (C, A) für welchen dasselbe stalt- 
findet; die beiden Kegelschnitte A und B bestimmen das gesuchte Büschel. 
wie aus 9. folgt. Nimmt man nur einen Punkt Q willkührlich auf der Tripel- 
curve, so giebt es unendlich viele Tripel derselben, welche den Punkt 0 
enthalten; die Verbindungslinie der jedesmaligen beiden anderen Tripelpunkie 
läuft durch einen festen Punkt P der Tripeleurve, den conjugirten zu O. 

Fassen wir zwei beliebige Tripel O0'0” und 0,0,0, der Tripeleurve 
auf, so lassen sich nach dem Vorigen die beiden Kegelschnitte A und B re- 
speetive aus den Büscheln (B, C) und (C, A) ermitteln, für welche 00'0" das 
oemeinschaftliche Tripel ist und gleichfalls aus denselben beiden Büscheln die 
Kegelschnitte X, und 3,, deren gemeinschaftliches Tripel 0,0,0, ist; da nun 
0, X, X, einem Büschel (5, C) und 0, B, B, einem Büschel (CO, A) ange- 
hören, und der Kegelschnilt © beiden Büscheln gemeinschaftlich ist, so müssen 
nach dem obigen Satze (5.) die Büschel (A, B) und (U,.3,) einen Kegel- 
schnitt gemein haben. Hieraus folgt: 

Zwei beliebige Büschel des Netzes haben immer einen und nur einen 
Kegelschnitt gemein. 

Da in Bezug auf diesen gemeinschaftlichen Kegelschnitt sowohl 00'0" 
als auch 0,0,0, ein Tripel ist und zwei Tripel eines Kegelschnitts bekanntlich 
immer selbst auf einem Kegelschnitte liegen. so folgt: 


Irgend zwei Tripel der Tripeleurve liegen immer auf einem Kegel- 


schnitt. 
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Aber auch umgekehrt wird ein durch die drei Punkte eines Tripels 
der Tripeleurve willkührlich gelegter Kegelschnitt dieselbe in drei neuen 
Punkten treffen. von denen nach dem Vorieen zwei als Tripelpunkte eines 
bestimmten andern Tripels angesehen werden dürfen; der dritte zugehörige 
Tripelpunkt muss aber sowohl auf dem Kegelschnitt nach dem letzten Salze, als 
auch auf der Tripeleurve liegen, mithin der sechste Schnittpunkt sein: daher: 

Ein beliebiger durch ein Tripel der Tripeleurve gelegter Kegelschnitt 
trifft dieselbe in drei neuen Punkten, welche wieder ein Tripel der Tripel- 
curve bilden. 

Die Totalität sämmtlicher Tripel der Tripeleurve lässt sich hiernach 
leicht umfassen durch die Schaar-Schaar von Kegelschnitten. welche durch 
drei feste Punkte irgend eines Tripels hindurchgehen, und da zu jedem Tripel 
der Tripeleurve nur ein einziges Büschel des Netzes gehört. so haben wir 
auch eine Schaar-Schaar von Büscheln des Netzes. In diesen vertheilen sich 
aber die Kegelschnitte des Netzes, indem sie sich in verschiedenen Büscheln 
immer wieder reprodueiren, derart. dass sie auch nur eine Schaar- Schaar 
bilden. 

Nennen wir den Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte eines Büschels den Polarkegelschnitt der Geraden. so sagt der am 
Schlusse von (4.) bewiesene Salz aus, dass die drei Polarkegelschnilte einer 
Geraden in Bezug auf die drei Büschel (B, C), (C, A). (A, B) sich in den- 
selben drei Punkten treffen und lässt sich jetz! dahin verallgemeinern, dass 
die Polarkegelschnitte derselben Geraden in Bezug auf sämmtliche Büschel 
eines Netzes durch drei feste Punkte gehen, welche ein Tripel der Tripeleurve 
bilden und die conjugirten Punkte zu den drei Schnittpunkten der Geraden mil 
der Tripeleurve sind. 

Denn nehmen wir aus den Büscheln (3, C) und (C, A) zwei beliebige 
Kegelschnitte A und DB heraus, so bestimmen (C, A) dasselbe Büschel wie 
(B,C) und (C,B) dasselbe wie (C, A), folglich muss der Polarkegelschnit! 
der Geraden für das neue Büschel (A. 8) durch die vorigen drei festen Punkte 
gehen w. z. b. w.*). 

8. Wir kehren jetzt zu der in (4.) abgebrochenen Betrachtung zurück. 


Nehmen wir auf einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung F" einen festen 


“) Die Eigenschaften der Tripeleurve sind von Hrn. Hesse auf analytischem Wege 
abgeleitet worden. Vergl. den Aufsatz: Ueber Curven dritten Grades ete. in diesen 


Journal Bd. XXXVI. p: 143 etc. 
Journal für Mathematik Bd. LXIV,. Heft 1 12 
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Punkt 0 und denken uns in einer Ebene E ein Kegelschnitinetz mit seiner 
Schaar-Schaar von Kegelschnitten gegeben, so wird jeder Kegelschnitt des- 
selben in der Ebene E ein Polarsystem bestimmen, welches mit O0 verbunden 
ein Polarbündel giebt, und nach dem Satze (2.) liefert ein solches einen be- 
stimmten Punkt s im Raume. Wir fragen nach dem Ort derjenigen Punkte 
s, welche sämmtlichen Kegelschnitten des Netzes entsprechen. Nach dem 
[rüheren Satze (3.) liegen solche Punkte s, welche den Kegelschnitien eines 
Büschels entsprechen, selbst auf einem Kegelschnitt & und da die Kegelschnitte 
des Netzes sich in doppelt unendlicher Weise zu Büscheln zusammenfassen 
lassen (7.), so bilden die Punkte s des gesuchten Ortes doppelt unendlich viele 
Kegelschnitte 8, die in gewisser Weise im Raume vertheilt sind. Um einen 
solchen Kegelschnitt $ zu erhalten, haben wir nach (3.) nur nöthig, die Tan- 
sentialebene an F® in O zu construiren,. welche die Ebene E in der Ge- 
raden £ schneide; dann wird der Polarkegelschnitt von £ in Bezug auf ein 
Büschel des Netzes mit O0 verbunden einen Kegel liefern, welcher die Ver- 
bindungsebene der drei Schnittpunkte der F“ mit den von O nach dem ge- 
meinschaftlichen Tripel des Büschels hingehenden drei Strahlen in dem ge- 
suchten Kegelschnitte $ schneide. Da nun nach (7.) die Polarkegelschnitte 
der Geraden £ in Bezug auf alle Büschel des Netzes durch drei feste Punkte 
0,0,0, gehen, so müssen alle Kegel, welche O mit diesen Polarkegelschnitten 
verbinden, durch drei feste Strahlen O00,,. 00,,. O0Q\, gehen, welche gg'g" 
heissen mögen, und da jeder Kegelschnitt 8 des gesuchten Ortes auf einem 
solchen Kegel liegen muss, so treffen alle Kegelschnitte K dieselben drei festen 
Geraden ggg‘, welche in O zusammenlaufen. 

Diese drei Geraden erscheinen selbst doppelt gezählt als drei specielle 
Kegelschnitte 8 des gesuchten Ortes (zusammenfallende Linienpaare), denn 
seien P,P,P, diejenigen drei Punkte, in welchen £ der Tripelceurve des Netzes 
begegnet. so sind sie nach (5.) die conjugirten Punkte der Tripeleurve zu 
0,0,0, und es bilden diese sechs Punkte vier Tripel der Tripelcurve: 

0,00%. Q,P „P ee Qu, Ps P.; 0, o Ne 

Nehmen wir das Tripel Q,P,P, verbinden es mit 0 und suchen die 
drei Schnittpunkte dieser Strahlen mit F auf, so fallen zwei derselben in 0) 
hinein, weil OP’'P” Tangentialebene an F“) ist, der dritte aber ist der Schnitt- 
punkt von OQ, oder g mit F”; die Verbindungsebene dieser drei Schnittpunkte 
wird also unbestimmt, muss aber durch g gehen. Der Polarkegelschnitt der 
Geraden £ in Bezug auf das Büschel, dessen gemeinschaftliches Tripel Q,P,P: 





wi 
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ist, zerfällt in ein Linienpaar Q,P, und Q,P,. welches mit O0 verbunden ein 
Ebenenpaar giebt; dieses Ebenenpaar geht selbst durch die Gerade g, hat also 
mit der vorhin aufgesuchten Ebene die Gerade y doppelt gemein und diese 
ist daher als ein zusammenfallendes Linienpaar anzusehen. welches einen spe- 
ciellen Kegelschnitt & bildet, den Ort solcher Punkte s, welche allen Kevel- 
schnitten des Büschels entsprechen, dessen gemeinschaftliches Tripel Q,P,P, 
ist. Ebenso liefern die Kegelschnitte der beiden anderen Büschel. welche 
0,P,P, und Q,P,P, zu gemeinschaftlichen Tripeln haben, als Ort der ihnen 
entsprechenden Punkte s die doppelt zu nehmenden Geraden g’ und y". 

Die Ebene eines Kegelschnitts ® enthält immer noch einen zweilen 
Kegelschnitt 8’, der ebenfalls dem gesuchten Orte angehört: denn die drei 
von O nach irgend einem Tripel der Tripeleurve gezogenen Strahlen treffen 
F"’ in drei Punkten, deren Verbindungsebene & den drei festen Strahlen gg'y" 
in drei solchen Punkten begegnet, dass diese sechs Punkte auf einem Kesel- 
schnitte & liegen, die Ebene & schneidet aber F" in einem Kegelschnilt K. 
und der von O durch K gelegte Kegel trifft die Tripeleurve ausser in den 
ersten drei Tripelpunkten noch in drei neuen Punkten, welche (7.) ein zweites 
Tripel der Tripeleurve sind; die Strahlen von O nach den letzteren gezogen 
treffen die Fläche F'”’ in drei Punkten, welche auf K liegen, deren Verbin- 
dungsebene also dieselbe Ebene & ist und diese Punkte müssen mit den vo- 
rigen Schnittpunkten von E und den Strahlen ggg’ in einem zweiten Kegel- 
schnitt &’ liegen. der offenbar zum gesuchten Orte gehört. Die beiden Ke- 
gelschnitte ® und &’,. welche in derselben Ebene liegen. schneiden sich ausser 
in den drei auf ggg’ befindlichen Punkten noch in einem vierten Punkte: 
dieser entspricht dem einzigen Kegelschnitt. welcher beiden Büscheln des 
Netzes gemeinschaftlich ist (7.). die & und &’ liefern. 

Es ist ferner ersichtlich. dass alle Punkte. in welchen der von O durch 
die Tripeleurve gelegte Kegel dritten Grades der F' begegnet, die also auf 
einer Raumcurve sechsten Grades liegen. dem gesuchten Orte angehören 
müssen. weil die Tripeleurve der Ort der gemeinschaftlichen Tripel für alle 
Büschel des Netzes ist. Die Punkte Q,0,0, bilden ein besonderes Tripel. 
dessen zugehöriges Büschel einen Kegelschnitt &, liefert, der durch diejenigen 
Punkte geht, in welchen gg'g’ die F treffen. Die Ebene dieses Kegel- 
schnittes schneidet F®’ in einem Kegelschnitte X, und der von O0 durch K, 
gelegte Kegel trifft die Tripelcurve in drei neuen Punkten, die auch ein Tripel 
der Tripeleurve sind. Das diesem Tripel zugehörige Büschel des Netzes 

12 * 
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liefert aber einen Kegelschnitt &,. der offenbar mit K, zusammenfällt; folglich 
enthält der gesammte Ort der Punkte s 1) in doppelt unendlichvielen Ebenen 
Wegelschnittpaare 8 und &’ 2) drei bestimmte doppelt zu nehmende Gerade 
499g , welche in einem Punkte O zusammenlaufen und auf denen sich je zwei 
Wegelschnitte 8 und K treffen 3) auf der Fläche F"’ eine bestimmte Raum- 
curce sechsten Grades, die Durchschnittscurve mit demjenigen Kegel dritten 
(Grades, welcher O mit der Tripeleurve des Netzes verbindet, und noch einen 
besonderen Kegelschnitt K,. welchen die Ebene ausschneidet, die durch die drei 
Schnittpunkte der Doppelpunktlinien ggg’ mit F gelegt wird. 

9). Da sich die Schaar-Schaar sämmtlicher Kegelschnitte des Netzes 
in der Weise \6.) zusammenfassen lässt, dass wir von drei beliebigen Kegel- 
), ©, die nicht demselben Büschel angehören, ausgehen, einen 


schnitten A, b 
veränderlichen Kegelschnitt A des Büschels (BD, C) mit A zu einem Büschel 
(A, A) 


A,Y) zusammenstellen und dann die Kegelschnitte sämmtlicher Büschel 
als die Schaar - Schaar Keeelschnitte des Netzes erhalten. so wird auch der 
der Punkte s als eine continuirliche Reihe von Kesoelschnitten ® 


oanze Or! 
enisprechen. 


im Raume angesehen werden können, die den Büscheln (A, %) 
Diese 8 gehen sämmtlich durch einen Punkt s,, der dem Kegelschnitte 4 ent- 
spricht. und durch eine Reihe von Punkten s,, die auf einem bestimmten 
Kegelschnitte K,z.c, liegen, dessen Punkte den sämmtlichen Kegelschnitten A 
des Büschels (D, C) entsprechen. Die Ebenen der 8 umhüllen also einen 
sewissen Kegel, den wir ermitteln wollen; jede solche Ebene enthält unmit- 
telbar nur einen Kegelschnitt 8 des Ortes, aber die Kegelschnitte der andern 


Da 


Ebenen begegnen ihr in Punktenpaaren, die ebenfalls zum Orte gehören. 
vorerst nur zwei Punkte s, und s, 


wir von jedem dieser Kegelschnitte 8 
kennen, so müssen wir zur Bestimmung seiner Ebene noch einen dritten Punk! 


zu ermitteln suchen: dies gelingt in folgender Weise: Denken wir uns aus 


dem Büschel (C, A) des Netzes einen beliebigen Kegelschnitt 3 gewählt, so 
muss nach dem oben bewiesenen Satze (5.), weil ©, B, X einem Büschei und 
zweiten Büschel angehören. welches mit dem ersten den 


x 


‘, 4, D einem 
Kegelschnitt © gemein hat. den beiden Büscheln (A, A) und (DB, B) ein einziger 
bestimmter Kegelschnitt gemeinschaftlich sein, welcher W heisse. Es veränder! 
sich mit A auch W. während beide respeclive den Büscheln (DB, C) und (5,3) 
angehören und zwei zusammengehörige AA schneiden sich in je vier Punkten 
so fällt 


auf dem Keeelschnitte A. Fällt insbesondere AU mit D zusammen. 
me 


auch WU mit B zusammen. Wir haben mithin die Keeelschnitte AA’ 


zweier 
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Büschel (B, C) und (B,3) so auf einander bezogen, dass zwei entsprechende 
in dem gemeinschaftlichen Kegelschnitte B zusammenfallen und alle übriren 
Paare entsprechender Kegelschnitte sich in je vier Punkten eines festen Keeel- 
schnitts A schneiden; hieraus folgt (als specieller Fall des Erzeugnisses zweier 
projeetivischen Kegelschnittbüschel, welches eine Curve vierten Grades ist, die 
hier in zwei Kegelschnitte zerfällt). dass die beiden Büschel, welche X und 
A durchlaufen, in projectivischer Beziehung stehen, dass also auch die beiden 
von den Punkten s, und s, durchlaufenen krummen Punktreihen auf den Kesel- 
schnitten R,a.c, und K,n.g), die jenen Büscheln hinsichtlich #") zugehören. 
projeetivisch sein und einen Punkt s, gemeinschaftlich haben müssen. in wel- 
chem gleichzeitig zwei entsprechende Punkte der krummen Punktreihen zu- 
sammenfallen. Hieraus ergiebt sich, dass die durch den unveränderlichen 
Punkt s, und je zwei entsprechende Punkte s, und s, gelegte Ebene einen 
Kegel dritter Classe mit einer Doppeltangentialebene also nur vierten Grades 
Der Ort der Ebenen aller in obiger Weise gruppirten 


umhüllen wird *). 
ist daher dieser Kegel dritter Klasse mit einer Doppel- 


Kegelschnitte & 
tangenlialebene:; die letztere enthält zwei von den betrachteten Kegelschnitten 
® und ®’, jede andere Tangentialebene nur einen. Denken wir uns nun 


durch den Punkt s,, an dessen Stelle jeder andere Punkt des gesuchten 
Ortes treten kann, eine beliebige Gerade @ gezogen, so gehen durch die- 
selbe im Allgemeinen drei Tangentialebenen des so eben ermittelten Keeels 
und jede derselben enthält einen bestimmten Kegelschnitt 8. der durch 
s, geht: folglich enthält die Gerade @ von dem gesammten Ort der Punkte 


s höchstens vier, den Punkt s, und die drei anderen Schnittpunkte der drei 


durch s, gehenden soeben ermittelten Kegelschnitte. Da aber s, ganz will- 
kührlich gewählt ist, so schliessen wir, dass jede beliebige Gerade im All- 
gemeinen vier Punkte s des gesuchten Ortes enthält, dass also der Ort sämmt- 
licher Punkte s eine Fläche vierten Grades bildet. Die Punktenpaare. in 
welchen die Ebene eines bestimmten Kegelschnitts 8 von allen übrigen Kegel- 
schnitten 8 getroffen wird, müssen daher einen zweiten Kegelschnitt &’ bilden. 
wie wir dies schon früher erkannt haben. Eine solche Ebene. welche die 
"läche vierten Grades in zwei Kegelschnilten & und ®’ schneidet, ist als Tan- 
gentialebene derselben anzusehen: von den vier Schnittipunkten der Kegel- 


schnitte 8 und #’ sind nämlich drei die auf den Doppelkanten yy'y” der Fläche 


*) Sıehe dieses Journal Bd. 54, Seite 31 tt. 
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liegenden wirklichen Doppelpunkte (8.), der vierte muss aber Berührungspunkt 
der Ebene mit der Fläche sein, weil von ihm aus nach zwei verschiedenen 
Richtungen zwei unendlich nahe Punkte der Fläche (auf & und &’) zugleich 
in der Ebene liegen; da die durch den ganz willkührlichen Punkt s, der 
Fläche vierten Grades gehende Doppeltangentiaiebene des vorhin ermittelten 
Kegels dritter Klasse zwei Kegelschnitte & und &’ enthält, die durch s, gehen. 
so ist sie Berührungsebene der Steinerschen Fläche in diesem Punkte und wir 
können schliessen, dass jede Berührungsebene der Steinerschen Fläche dieselbe 
in einem Kegelschnittpaar schneidet. Hieraus lässt sich auch ermitteln, von 
der wievielsten Classe die Steinersche Fläche vierten Grades ist; denn treffe 
sie eine beliebige Gerade @ in den vier Punkten «@yd, so gehen nach dem 
Vorigen durch den Punkt «& und die Gerade @ im Allgemeinen drei Ebenen 
E,E;E,. welche drei Kegelschnitte 8 enthalten; diese müssen in den Punkten 
aß. ey, od die Gerade @ treffen; jede der Ebenen enthält aber noch einen 
zweiten Kegelschnitt $’ und diese müssen, weil es nur vier Punkte s auf der 
Geraden @ giebt, respective durch yd, Pd, Py gehen; die drei Kegelschnitt- 
paare in den Ebenen E,E,E, schneiden also die Gerade @ in folgender Weise: 

das Kegelschnittpaar in E, trifft @ in den Punktenpaaren «? und yd 

- - - E - - - - - ay - PO 

- - - E, - - - - - ed - PY- 
Durch den Punkt 5 und die Gerade @ giebt es nun auch nur drei Ebenen, 
welche drei Kegelschnittpaare enthalten, die in den Punkten ?y und da, 0 
und ey, Pa und yd der Geraden @ begegnen müssen; da aber die vorigen 
Ebenen diese Eigenschaft besitzen. so sind sie mit den neuen idenlisch: es 
giebt daher durch eine beliebige Gerade @ im Allgemeinen nur drei Ebenen. 
welche Kegelschnittpaare aus der Steinerschen Fläche ausschneiden, also die- 
selbe berühren; die Steinersche Fläche vierten Grades ist also nur dritter 
Classe. Hieraus folgt auch, dass es durch einen beliebigen Punkt im Raume 
unendlich viele Ebenen giebt, welche Kegelschnittpaare aus der Steinerschen 
Fläche ausschneiden und dass dieselben einen Kegel dritter Classe also im All- 
oemeinen sechsten Grades umhüllen; dieser ist aber nur vom vierten Grade, 
weil er eine Doppeltangentialebene enthält. sobald der angenommene Punkt 
anf der Fläche selbst liegt. und er degenerirt in einen Kegel zweiter Classe. 
also auch zweiten Grades, sobald der Punkt auf einer der drei Doppellinien 
999g" liegt; was denn auch mit den von Herrn Kummer a. a. O. mitgetheilten 


Resultaten übereinkommt. 
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Ueber die Elimination aus zwei Gleichungen dritten 
Grades. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 





R 

Eis seien a=0, e=0 zwei homogene Gleichungen dritten Grades 
mit den Variabeln z,. x,. Das Resultat der Elimination von x,. x, aus bei- 
den Gleichungen lässt sich dann in folgender bemerkenswerthen Weise dar- 


m 


stellen. Sei immer, wenn f eine homogene Function x” Ordnung ist: 





/ 4 Ouf 
ih T a n—il.n—2... 08 OL, 0% ey 
i k h 
Dann ist zunächst 
JS = daran — 3a dat IUund 1 — Uadın 


eine simultane Invariante von a und ®. Bilden wir ferner die Covarianten 


ei dı2| 


© Cm! 


Aı Mn 


n 


U=- 


. 








e = 





Ur Un 


und setzen 
rn Ur — dr Urt 0%mVı UV - Mn VYet%aaVıt 


K= a 9 
%ın Ur — 20 Un4+ 0901 Wr Vor - 2uın Va t %2 Vi | 





so ist das gesuchte Eliminationsresultat: 
1.) JS’+2R7K = 0. 

Diese Formel ist sehr leicht zu verificiren. Nehmen wir an vw = 0. 
e—=( hätten die gemeinsame Wurzel © =0; man kann die beiden Glei- 
chungen dann noch so combiniren, dass neben %%, ©» auch #,, und vo, 
verschwinden. Es ist nur zu zeigen, dass (1.) dann erfüllt wird; und dass 


ausserdem die Gleichung (1.) ungeändert bleibt, wenn man a-+J4e, u-+-uv an 
Stelle von « und e setzt. Was den ersten Punkt betrifft. so findet sich sofort: 


U = — (Un + Ye lınEı + Un 2); 
EN 2 02 
V= —vR8; 
daher 
J = Um dıns K — — in tin. 
also 


J’+-2R7K=0, q. e. d. 
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Was den zweiten Punkt angeht. so wird durch die Einführung von u+3r. 
„-+-ıuve an Stelle von «, e zunächst J offenbar in («—4)J übergeführt. So- 
dann bemerke man, dass U, V auch in der Form geschrieben werden können: 





I Mn 7; Cr Cınm 7) | 
Ü= DAR Un —Iıtr!. V=liItn In —Lı!- 
Ur Un c Ca Con a 





u Aa-+Bb-+(Üe-+Dd. 


| U122 Ur Co [bbpP} 





a b 6 d 
so ist K= AD—BC. Durch die erwähnte Substitution geht nun F, wie man 
sogleich einsieht, in 

(u—4)[a(uA—C)+b(ub—D)+e(C—AA)+d(D—iB)] 


über. also K in: 


|uA-C C-AA| 
(u— A) — (u—A)K. 
|uB—D D-iB| 
Die Gleichung (1.) erhält also nur den Factor (u— 4)’, q. e.d. — 

Die gegebene Form des Eliminationsresultats liefert eine interessante 
Anwendung. wenn «a, © die Differentialquotienten einer Function f der vierten 
Ordnung sind. Dann wird 

J= fuufee — HYıne fir + fa — 
die eine Invariante der Function und 
fun fu: fu: fu 
fin: fi: fu fie» 
fir fıa22 fıa2 far 


a b C d 


F 


I 








seht in (e—b)j über. wo j die zweite Invariante von f bedeutet. Man hal 
also K=—j’, und aus (1.) die Discriminante der Function vierter Ordnung in 
der üblichen Form e 2 

27T‘. — 


Sind #, e Functionen dritter Ordnung mit drei Variabeln, und ist neben 
denselben eine lineare Gleichung 


m + +00, = 0 
gegeben. so geschieht die Elimination der x mit Hülfe der Gleichung (1.) leicht 
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nach Vorschrift des Satzes dieses Journal. Band 59. pag. 30. Hiernach stelli 
man J und K symbolisch als Aggregate von Determinantenprodueten dar. und 
erweitert jede Determinante zu drei Reihen. indem man die «@ als neue Reihe 
hinzufügt. Ich will annehmen. es sei © die Hessesche Determinante von u 
Das vorgelegte Problem kommt dann mit der Aufgabe überein. das Product 
der Gleichungen sämmtlicher Wendepunkte der Curve u 0 in den Linieneoor- 
dinaten @ darzustellen. Dabei müsste J in eine zueehöriee Form übersehen. 
welehe für die Variabeln vom dritten und für die Coeffieienten vom vierten 
Grade wäre: da eine solche nicht exislirt. so ist /=0. und die eesuchte 
Gleichung redueirt sich auf K =0. Inzwischen hat man statt U, I nach dem 
erwähnten Prozesse zu selzen: 


U Mr MU: 0 


Ge ie 5 ii 
[ | = SS V4urz, 
u di 
u % % VÖ 
%ı tn Ua 0, 
? | Ün Ü39 102) BEN 
v = Erz, 


ar 5 % OÖ 


an Stelle der Gleichung K=0 aber tritt die Gleichung: 


K ı 9 9% 
(2.) K — () | ur uw, I; i 
C © 60O;| 


t 


wo g,,. w, aus den symbolischen Ausdrücken 
vs, U @| 1% u! 


9=eon U ©, vw=uwm N 5; 








U; U, O3 Hz |; 03 


entstehen, indem man in denselben v,v,v,, wu,u,,. U;U,, V,V, durch e,,,. %, - 
U,, V,, ersetzt. Die Gleichung (2.) ist die Gleichung des gesuchten Productes: 
sie gestattet noch mannigfache Transformationen. so dass sie namentlich mit 
der Functionaldeterminante der Arorholdschen Functionen S, T und F über- 


einkommt. 
Giessen. den 15. April 1864. 


———n 
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Ueber die Singularitäten algebraischer Curven. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


D:. Plückerschen Formeln (vgl. Salmon, treatise an higher plane 
curves, p. 91) lehren die Ordnung und Classe einer Curve. sowie die Zahl 
ihrer Wendepunkte, Doppeltangenten. Doppelpunkte und Rückkehrpunkte kennen. 
wenn drei unter diesen Zahlen bekannt sind. In einer grossen Anzahl von 
Fällen aber kann man eine weitere Relation hinzufügen, so dass dann die Be- 
stimmung ‚sämmtlicher Singularitäten nur die Kenntniss zweier derselben er- 
fordert. Zu dieser Relation führt die Verbindung der Curventheorie mit der 
Theorie der Abelschen Functionen. welche ich in meiner Abhandlung dieses 
Journal Band 63, pag. 159 begründet habe. 

Nach den dort gegebenen Principien kann man die Curven in Geschlechter 
eintheilen nach der Classe Abelscher Functionen, auf welche sie führen. oder 
nach dem ihnen entsprechenden Werthe der Zahl ». Wenn nun aus der gege- 
benen Curve eine andere so abgeleitet wird. dass jedem Punkte oder jeder 
Tangente der einen Curve im Allgemeinen immer nur ein einziger Punkt oder 
eine einzige Tangente der andern entspricht. so führen beide Curven auf die- 
selben Abelschen Integrale, gehören also demselben Geschlechte an. und be- 
sitzen dasselbe p. In der That ist dieser Satz nur eine andere Einkleidung 
desjenigen, welchen Herr Riemann dieses Journal Band 54 pag. 133 gegeben hat. 

Bezeichnen wir nach Herrn Salmon (a. a. O.) durch m die Ordnung. 
durch » die Classe einer Curve. durch :, r. d, z die Zahl ihrer Wendepunkte. 
Doppeltangenten. Doppelpunkte und Rückkehrpunkte. so ist 


n—1.u—2 _; iin —32 
p= 2 — 0) —i = 5 — —1. 








Die Gleichheit beider Werthe folgt aus den Pläckerschen Formeln selbst. kann 
aber auch aus dem eben erwähnten Prineip abgeleitet werden. indem man be- 
merkt. dass jedem Punkte der Curve im Allgemeinen nur eine einzige Tan- 
gente in ihm entspricht. und umgekehrt. Da nun bei dem Uebergange von 
Punktcoordinaten zu Liniencoordinaten m mit », Ö mit 7, 2 mit ı zu vertauschen 
ist. so folgt, dass der eine Ausdruck von p den anderen nach sich zieht. 
Besitzt aber irgend eine Curve. welche mit der angegebenen Beschrän- 


kung aus der ursprünglichen abgeleitet ist. die charakteristischen Zahlen m“. 




















s 
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!r 
' jv r' ı’ ( hat } . »] . N? 
n", 0, z, tr, ., so hat man auch: Ar 
m’—1.m'— 2 yv A n"—1.n’—2 ar 
p SE a ’—ı 


und dieses ist die neue Relation, welche für solche Curven immer eilt. 
Ein Beispiel giebt die Evolute. Man kann zeigen, dass für sie im 
Allgemeinen: 
eu 2, n = m — 20 — 3% 
ist. Diese beiden Angaben genügen zur Bestimmung der übrigen Sinenlari- 


täten. Man erhält dann: 








m’ — 3m(m—1) — 60 — 9, 
z = 3m (2m — 3) — 120 — 17x, . 
m.m—1l.m®’-m—3 ax. ar 3x (2m? — 3x — 3 
= 20 (m? 2-0 - 37) — 
2 2 
| Yym*’— 18m? — 13m’ -+30m — , ia (60-92) ’ 449 --63% 
= — —— — — 3m (m—1)(60--9z) - = | 3— 


Für Curven doppelter Krümmung und abwickelbare Flächen gelten ganz 
ähnliche Betrachtungen. Nach Herrn Salmon (Geometry of three dimensions 
p. 234) bezeichne man durch m die Zahl der Schnittpunkte der Curve mit einer 
Ebene. durch r die Zahl von Tangenten, welche durch eine Gerade sich an 
die Curve legen lassen, durch » die Zahl der durch einen Punkt gehenden 
Schmiegungsebenen, durch h die Zahl von Geraden, welche durch einen ge- 
sebenen Punkt gelegt. die Curve zweimal treffen. durch g die Zahl der Durch- 
schnitte zweier Schmiegungsebenen, welche in einer gegebenen Ebene liegen. 
durch x die Zahl von Schnittpunkten zweier Tangenten auf einer gegebenen 
Ebene. durch y die Zahl von Ebenen. welche, durch einen gegebenen Punk! 
gelegt. zwei Tangenten der Curve enthalten, durch @ die Anzahl der Wen- 
dungsberührebenen, und durch 7 die Zahl der Punkte der Curve, in weicher 
sich vier auf einander folgende Schmiegungsebenen schneiden. Dann drück! 


sich die der Curve zugehörige Zahl p auf folgende vier Arten aus: 


m—1.m—2 ] a 
. ——ß, 
r—i,r—?3 
—y—n, 
ä y 
tr — 3 
—— rm, 
2 
EL DE SR 
—  D— (, 
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Die von Herrn Salmon a. a. OÖ. aufgestellten Formeln zeigen, dass diese Aus- 
drücke wirklich identisch sind. Die Identität des ersten und letzten Ausdrucks 
folgt aber nach den auseinandergesetzten Prineipien auch daraus, dass jedem 
Punkte der Curve im Allgemeinen nur eine Schmiegungsebene entspricht, und 
umgekehrt. 

Nun bedarf man im Allgemeinen der Kenntniss dreier unter den 
Grössen m, n, r, h, g. x, y. @, 5. Aber wenn man aus einer gegebenen 
Curve (respective abwickelbaren Fläche) eine andere ableitet. so dass jedem 
Punkte (respective jeder Ebene) der einen nur immer ein Punkt (respective 
eine Ebene) der anderen entspricht. und umgekehrt. so haben beide Gebilde 
das nämliche p: und es ist also. wenn man die entsprechenden Zahlen für 
das neue Gebilde durch Striche unterscheidet: 











w„"—i.me’—?2 NR m—1.m— 2 / | 
gene an ie — —h—). 
2 N > / 
r—t.r—3 Br R #—t.r—3 
= eine Di. Bear usa: Dei 
’—1.r--2 Dr r—i.r—?2 
— [tm = - — T—Mm. 
2 2 
„"—1."—?R Peer „—i.n-—3 
urn _ -— MM = ———d, 
= g 2 G 


ınd es genügt für ein solches Gebilde zwei der charakteristischen Zahlen zu 


finden. um die übrigen aufstellen zu können. 


Giessen. den 15. April 1864. 
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Sur Phypocyeloide a trois rebroussements. 


Z 


r) 
' 


(Par M. L. Cremona & Bologne. ) 


1. On sait que lillustre Steiner a enonee (sans demonstration) des 
theoremes tres nombreux relalifs a une cerlaine courbe de la troisieme elasse 
et du quatrieme ordre (tome 53 de ce journal. p. 231). Je erois quil m 
sera pas sans interel de voir ces proprieles si elegantes decouler tout naturelle- 
ment de la theorie eenerale des eourbes planes du troisicme degre (ordre ou 
classe),. qui a Ele etablie principalement par les beaux travaux de MM. Hessı 
et Cayley*). Celte maniere d’envisager la question mellra en evidence le 
lien naturel qui enchaine toutes ces proprietes, en apparence si dilferentes. el 
(era aussi connailre quelques resullats nouveaux. 

La courbe, dont il s’agit dans le memoire cite de Steiner, passe par 
les points eirenlaires a Finfini et a une lanseente double. qui est la droite a 
infini. Mais les memes Iheoremes conlinuent de subsister pour une ecourbe 
queleonque du m&me ordre et de la meme classe: il ny a presque rien a 
changer. meme aux demonstrations. IN suffit seulement de substiluer deux 
points lixes queleonques aux points eirenlaires A Finfini: ce qui revient a faire 
une Iranslormalion homographique. Les cercies seront alors surroges par des 
coniques passant par les points fixes; au lieu des fonelions trigonomelriques 
d’un angle, on aura certaines fonctions du rapport anharmonique d'un faisceau. 
dont deux droites soient dirigees aux poinls lixes **); ete. 

Comme ilny apas. au fond, plus de generalite a considerer ces points 
lixes quelconques au lieu des points eireulaires a linfini, je retiendrai la meme 
courbe qui a ee l’objet des recherches de Steiner: ce qui me permellra d’ user 
un langage plus coneis el plus expeditil. 


*) Voir les tomes 36 et 38 de ce journal; tomes 9 et 10 du journal de M. Liou- 


ville (1° serie); et vol. 147, part 2", des Philosophical Transactions. On trouvera 
exposition g&ometrique de cette theorie dans mon Introduzione ad una teorıa 
geometrica delle eurve piane (Bologna 1862), A laquelle je renverraı souvent 
le lecteur. 

*#) Sı P, Q sont les asymptotes d’un cercle dont le centre soit a Tintersection 
de deux droites M, N, on sait que le rapport anharmonique du faisceau MAPQ est 
cos2(MN)— isın2(MN). (Chasles, G&@ome£trie sup@rieure, p. 125). 
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2. Soit done C* une courbe de la troisieme classe (et du quatrieme 
ordre), qui soit tangente a la droite a linfini. en deux points », w', situes 
sur un cercle quelconque. 

Toute droite @ qui soit langente a C’ en un point g, coupera cette 
courbe en deux autres points Ak, 4. La droite a linfini elant une Langente 
double de la courbe, celle-eci n’admet qu’une seule tangente ayanl une direction 
donnee; done. si Von fait varier @, les droites tangentes en k, k', deter- 
mineront sur la droite a linfini une involution, dont les points doubles son! 
o, ©. 1 siensuit que les tangentes en k, # sont perpendiculaires. 

Ainsi les tangentes de notre courbe sont conjuguees par couples: deux 
tangenles conjugueces sont perpendiculaires, et leurs points de contact son! 
situes sur une lroisieme tangenle. 

3. Les proprietes des tangenles conjuguees de cette courbe de Iroi- 
sieme classe corresponderont, par la loi de dualite, aux proprieies des poinls 
eonjugues d’une courbe de troisieme ordre; done: 

La tangente perpendiculaire a @ passe par le point commun aux lan- 
sentes en 4, k (Introd. 133). 

4. Si trois tangentes @, H, ] passent par un m&me point, les tangentes 
@, H’, I perpendieulaires respectivement a celles-la, forment un triangle don! 
les sommets sont situes sur @, H, I (Introd. 134). c’est-a-dire un triangle. 
dont @, H, I sont les hauteurs. Autrement: si @@, HH’ sont deux couples 
de tangentes perpendieulaires, les droites //’, qui joignent les points ou G@ 
rencontrent AH’, formeront une autre couple de tangentes perpendieulaires. 
Ces trois couples sont les cöles d’un quadrangle complet orthogonal. 

>. On voit done que, si deux tangentes variables /// eoncourent en 
vr sur une tangente fixe @, les tangentes perpendieulaires ZT’ se couperon! 
en un autre point x’ de @ Les couples de points zx’ sont en involution 
(Introd. 134, a). Les points doubles de cette involution sont evidemment le 
point a linfini sur @, el le point « (de @) oü se coupent deux tangentes 
perpendieulaires JJ'*), autres que @. Done «u est le point milieu du segmen! 
variable zw. 

Le point s oü @ renconire sa conjuguce @, et le point g, oü @ est 
tangente a la courbe C’, sont evidemment deux points conjugues de linvolution: 


*) Lies points de contact de ces tangentes JJ’ sont situds sur la tangente @”, 
perpendiculaire & @ (2.); d’otı Yon conelut que chaque tangente @ contient un seul 
pomt u. 
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. ’ . Y a 8 / A . r 2 
les points kb ou @ coupe la courbe (2.) sont de meme deux points conjugues: 
done chacun des segmenis sg, kb’ a son milieu au point «. 

6. Le lieu du point commun a deux tangentes perpendiculaires est 


% 


une liene dn troisieme ordre (Introd. 132. a: 133. b). a laquelle appartiennen! 
tous les points a linfini (du plan), parceque la droite a linfini est une tan- 
senle conjuguece a soi-meme. Kn oulre, toute langente @ contient deux 
points (a distance finie) du lieu: le point «, oü se coupent deux tangentes 
perpendulaires, autres que @ (9.). et le point s, oü @ est rencontrece par sa 
conjuguce @'. Done le lieu des points «, s est une conique: de plus. ce 
lieu est un cercle, car il passe par les points &, w»', oü les trois langentes de 
C° coincident ensemble sur la droite a linfini. Ce cercle C° forme done. 
avec la droile ®&o», le lieu complet des intersections des couples de tangentes 
conjuguces de U’. 

%. Tout point « (ou s) du cercle © est Tinterseelion de trois lan- 
sentes de la courbe ©, dont deux sont perpendieulaires entre elles (6.): de 
plus, elles sont conjugueces harmoniques par rapport a la troisieme langente el 
a la droite qui touche le cercle au meme point (Introd. 135. e): cest-ä- 
dire que langle de ces dernieres droites a pour bisseetrices les deux langentes 
perpendieulaires. 

Soit » le point a linfini sur la troisieme tangente: on peut regarder 
u, v comme deux points correspondants du lieu de troisieme ordre lorme 
par le cercle C* avec la droite a linfni (Introd. 133, a: 135, e). 

Si l’on joint un point fixe s du cerele ä deux points correspondants 
variables u, v, les droites su, sv engendreront un faisceau en involution 
(Introd. 134, a). dont les rayons doubles sont les tangentes perpendieulaires 
de C*, qui se coupent en s. Reeiproquement, si le point «u et la direction 
uv sont fixes. et l’on fait varier s sur le cerele, les bissectrices de langle 
usv envelopperont la courbe (*. 

S. La courbe de troisieme classe C°, etant du qualrieme ordre, possede 
foreöment trois points de rebroussement (de premiere espece) pqr. qui son! 
tous reels, car les points de contact de la tangente double sont imaginaires ae 3 
Un point de rebroussement, p, represente trois interseelions reunies de la 
courbe avec sa tangente en ce point; celte langenle renconlrer: done Ü' en 
un autre point «. Pour cette meme Ttangenle. reoardee comme droite G 


— 


*) Salmon, Higher plane curves, p. 171. 


»e 


14 
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(2.), le point de contact g coineide avec l’une des inlersections k, en p; el 
autre interseclion 4 est representece par «; d’ailleurs les segments sy et kk’ 
ont le meme milieu « (5.); done s coincide avec 4 en w. Ce qui revient a 
dire que le point a et les deux autres points analogues ®, w (correspondants 
ag, r) apparliennent a la courbe Ü’ et au cercle 0*. 

Par consequent la courbe Ü’ est louchee en « par une droite U per- 
pendieulaire a pa. Et, comme « est un point de C°, la droite U represente 
deux des trois langentes quoon peut mener a la courbe par un point quel- 
conque du cercle; ainsi U est aussi tangente au cercle en a (7.). 

Done les droites px, ge, rw, langentes aux rebroussements de €’ ei 
perpendiculaires aux langentes en a, ©, w (communes au cercle et a la courbe 
C) passent par le centre o du cercle. 

Soient w’o’w' les points «u relatifs aux langentes de rebroussement, c’est- 
a-dire les points du cerele ©, diametralement opposes a aew. Pour une 
tangente queleconque @, le point «u est le milieu du segment sg; done w es! 
le point milieu de ap, c’est-a-dire: op = 3ou', og = or’, or =3ow'. Ainsi 
les points de rebroussement sont situes sur un cercele concentrique a © et.de 
ravon triple que celui-ci. 

9. On sait d’ailleurs *) que. pour une courbe de troisieme classe el 
qualrieme ordre, le point commun aux tangentes de rebroussement est le pöle 
harmonique de la tangente double par rapport au triangle forme par les trois 
rebroussements. Il s’ensuit **) que deux quelconque des langentes op. og. 
or forment. avec les asymptotes 0», ow' du cercle C', un faisceau dont le 
rapport anharmonique est une racine cubique imaginaire de lunile:; c’est-a- 
dire que chacun des angles gor, rop, pog est de 120°. Done le triangle pgr. 
et par suite les triangles wew, www’ sont equilateres. 

Cela elant. si l’on fait rouler,. dans la concavile du cercle (pgqr). un 


autre cerele de diametre pw’, qui soit dabord tangent au premier cercle en p, ce 


> 


“ 
nn 


point eonsidere comme apparlenant au cercle mobile engendrera une courbe**”) 


He \ 


du quatrieme ordre, qui aura trois rebroussements en p, q. r, avec les langentes 


se coupant en 0, ei qui touchera en «, ev, w le cercle ©. Cette roulelte est 


preeisement notre courbe C°. 


P- 171. 


*) Salmon, Higher plane curves 


} 
. 


=#) Giornale di Matematiche, vol. I., Napoli 1863, p. 319; vol. Il, 1564, p. 62. 


Salmon, Higher plane curves, p. 214. 

















Cremona, sur Uhypocyeloide a trois rebroussements. 105 


La courbe ©’ est done I’hypocyeloide ä trois rebroussemen!s 
engendree par un cercle de rayon =4op (ou, ce qui donne le meme re- 
sultat *), de rayon = 30p) qui roule dans linterieur du cerele (pgr 

Ainsi toule courbe de troisicme classe et qualrieme ordre, dont la lan- 
genle double soit a Finfini et les points de contact sur un cercle. est ne- 
cessairement une hypoeyeloide ä trois rebroussements. Cette eourbe joue done. 
parmi les courbes de la troisieme elasse et du quatrieme ordre. le meme röle 
que le cerele parmi les coniques. 

Je ne m’arretrai pas aux Iheoremes que Steiner enonce sur la figure 
de la courbe, sur la longueur de ses arcs el sur la quadralure de son aire. 
car ils sont des cas parlieuliers d’autres proposilions deja aneiennes et bien 
connues **), 

10. Deux tangentes perpendieulaires de Uhypoeyveloide €’ se coupen! 
en un point s du cercle © (6.), el par suile rencontrent de nouveau la eir- 
conference en deux points «, w en ligne droite avec le centre 0; de plus. 
ces langentes sont les bisseetrices des angles formes par la tangente du cerele 
avec la troisieme tangente ss, de Ü* (7.); cette troisieme langenle est don« 
perpendieulaire au diamelre wur. 

D’ou il suit, qu’elant donnee une premiere langente us, ainsi que le cereli 
U, on construira loultes les aulres tangenltes de Ü, de la maniere suivante: 
menez par s la perpendiculaire a us el la corde ss, perpendieulaire au dia- 
melre qui passe par «; menez par s, la perpendieulaire a ss, et la corde s,s 
perpendiculaire au diametre qui passe par s: et toujours ainsi de suite, apres 
avoir obtenue une corde s,s,;,. menez par s,,, la perpendieulaire a s,s, , €! 
une nouvelle corde ie , perpendiculaire au diametre qui passe par s 
Toutes ces perpendiculaires et ces cordes seront evidemment tangenles a la 


meme courbe Ü. 


*) Euler, de duplici genesi tam epieycloidum quam hypocycloidum 
(Acta Acad. Scient. Imp. Petropolitanae pro anno 1781, pars prior, p. 48). 


“#) Newton, Philosophiae nat. Principia Br z lıb. I., prop. 49. I 
La Hire, Trait@ des epieycloides et de leur usage dans les m&@chaniıques 
(M&m. ä math. et de physique, Parıs 1694). p- 10— 47. — Voir en outre: Hagnus, 
Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analyt. (reometric 
Bd. I. (Berlin 1833) p. 310, 519, 536. — Padula, Intorno le eurve di 4’ grado 
che Bien tre punti di regresso di prima specie (Annali di Tortolim, t. >. 
Roma 1852, p. 385). — Salmon, Higher plane curves, p. 21, 267. — Bellavitis. 


Sulla ei easiene delle eurve della 3° elasse (Atti dell’ Istituto Veneto. 
serie 2°, vol. IV, p. 247, Venezia 1355). 
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11. Le point s, ol se coupent deux tangentes 

sh perpendiculaires sw, su’, soit nomme «, par rappor! 
a la troisieme tangente, qui rencontre de nouveau le 

‚ cercle en s.. De ce que la troisieme langente u,s, 


224 a . 7 
nd Oo / r . . ‚ r 
est perpendieulaire au diameltre zu’, on tire cette 
simple relation entre les arcs us, u,s, mesures dans 
5, | le meme sens: 


nn PR 

us + Rus = An. 
Done. si deux rayons os, ou du cercle C° tournent simultanement autour du 
poin! o, en sens opposes el avec la condition que leurs vitesses angulaires 
aien! le rapport constant 2:1, la corde su enveloppera Ihypoeyeloide 0° ou 
une courbe egale a C°. 

12. Deux tangentes conjuguses de I'hypoeycloide se coupent en s 
ou s’) et rencontrent de nouveau le cercle C* en u, «'. Soit «u, le point du 
cercle diamötralement oppose a s: 
et menons par ı, la parallele a wu‘, 
qui coupe en s,. 9, g le cercle et les 
/ droites su, sw. On aura ug su 
Bi u 
| et W =su: g et g’ sont done 
(5.) les points ou Ihypoeveloide est 
/% 0% _ 9  touchee par les droites su, s’w, ei 

| par suite (2.) gg est une nouvelle 
tangente. dont le point de contact 
g, sera determine par la condition 


UWG Stu. Or onagg = 2uu': 


2‘ 


done la distance des deux points 
ou Ihypoeyeloide est coupee par une tangente quelconque est toujours egale 
au diametre du cercle €°. 

13. Menons par g, g’ les normales a I'hypoeycloide, c’est-a-dire les 
droites 96, g’o perpendiculaires resp. ä gs, g’s. La figure sgog' est un rect- 
angle. et par suite le point ©, commun A ces normales, est en ligne droite 
avec o el s: et lon a co=3os. La perpendieulaire abaissee de s sur gg 
passe par s, el est tangente a I'hypoeveloide (10.): done la perpendieculaire 
abaissee du point 0 sur gg’ passera par g, et sera par consequent normale. en 


ce point, a Ihypoeyeloide. 


Ainsi les normales a Ihypocyeloide aux trois points g, g’, 9, (oü cette 
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courbe est touchee par trois droites issues d’un m&me point s du cerele C' 
concourent en un meme point o (silue sur le diamelre os). dont le lieu est 
le cerele (pgr) concentrique a ©? et de ravon triple que celui-ci. Autrement: 
les normales de I'hypocyeloide C’ enveloppent une aulre hypocveloide in- 
versement homothetique a C’; 0 est le centre, et 3:1 le rapport de similitude. 

14. On a deja vu que, si trois langentes de Uhypoeycloide eoncouren! 
en un me&me point d, les tangentes resp. perpendieulaires a celles-läa formen! 
un triangle abe, dont les sommets apparliennent aux premieres droites (4.). 
Les qualre points abed sont les sommelts d’un quadrangle complet orthogonal 
eirconserit a la courbe: c’est-a-dire que chacun de ces points est le con- 
cours des hauleurs du triangle forme par les trois restants. Soient «a,b,e, les 
points diagonaux du quadrangle (les intersections des couples de cöles opposes): 
ils sont situes sur le cerele C°, car chacun d’eux est linterseclion de deux 
tangentes perpendieulaires de ©. Done le cercle C° contient les pieds des 
hauteurs, el par suite aussi les milieux des cöles *), pour tout triangle ana- 
logue a abe, c’est-Adire pour chaque triangle forme par trois tangentes (de 
Ihypocyeloide. dont les conjuguces passent par un me&me point. Autrement: 
le cercle C° passe par les points milieux des six cöles de tout quadrangle 
complet orthogonal analogue a abed (c’est-a-dire eirconserit a Uhypoevyeloide 
et les droites qui joignent les points milieux des couples de cöles opposes 
sont des diamelres du cercle. 

Il v a un des triangles abe qui est equilatere et par suite cireconseri! 
au cercle C?; c’est le triangle forme par les tangentes en a. ve. w N. 

15. La courbe C* etant le lieu d’un point ou se croisent deux seules 
tangentes dislinctes. il en resulte quelle partage le plan en deux parties. don! 
une est le lieu des points oü se coupent trois tangentes reelles distincles: 
lautre au contraire contient les points situes sur une seule tangente reelle 
Or, chaque point du cercle C° est linterseetion de trois langentes reelles de 
Ihypoecycloide; la meme propriete appartient done a tous les points silues 
dans linterieur de Ihypoeyecloide, et l’opposee aux points exlerieures. 

Il siensuit que, si le quadrangle abed a un sommet a linterieur. les 


Irois autres sommets sont aussi interieurs. et le quadrangle est completemen! 





*) Feuerbach, Eigenschaften einiger merkwürdigen Punkte des gerad 
linigen Dreiecks (Nürnberg 1822), p. 38. Il r&sulte d’un autre theor&me dü i 
Feuerbach (ibidem) que le cercle C* est l’enveloppe des cereles inserits et ex-inscrits 
a tous les triangles analogues A abe. 
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reel. Si. au contraire, il y a un sommet exterieur, il y en aura un second 
qui sera aussi au dehors, mais les deux restants seront imaginaires. 

Si Iun des sommets. «a, tombe sur la eirconference de C’, un autre 
sommet, d, coineidera en a, a cause des deux langentes perpendieulaires qui 
se coupent en ce point. Dans ce cas done. le quadrangle abed devient un 
triangle rectangle sgyg‘ (12.). dont langle droit a son sommet sur le cerele 
0’, et les autres sommels appartiennent a I'hvpoeyeloide. 

16. On peut regarder deux tangentes. @@’, perpendieulaires, de Uhvpo- 
evcloide comme les asymptotes dun faisceau d’hyperboles equilateres, qui 
aient un double contact A linfini, et parmi lesquelles on doit compter la paire 
de droites @@’ (hyperbole equilatere avec un point double) et la droite a 
infini regardee comme un systeme de deux droites coineidentes (hyperbole 
equilatere avee une infinite de points doubles). A une autre paire de tangentes 
perpendieulaires correspondra un autre faisceau d’hyperboles equilateres; et les 
deux faiseeaux auront en commun une hyperbole (la droite a Vinfini). Toutes 
les hyperboles equilateres de ces faisceaux correspondants aux couples de tan- 


TEOME- 


—_ 


sentes perpendieulaires de Ihypoeveloide forment done un reseau 
trique (Introd. 92); c’est-a-dire que par deux points choisis arbitrairemen! 
on peut faire passer une (une seule) hyperbole equilatere, dont les asymptotes 
soient langentes a Ihypoeveloide. 

Les points doubles des hyperboles du reseau sont les points de ceroi- 
sement des asymplotes (c’est-ä-dire les centres des hyperboles) et les points 
de la droite a linfini; .cette droite forme done, avec le cerele C° comme 
lieu des centres de toules ces hyperboles &quilateres, la courbe Hessienne 
du veseau (Introd. 95). 

les droites qui composent les hyperboles du reseau, douces d’un poin! 
double. sont les paires de droites @@’; ainsi Uhypoeyeloide ©’, comme en- 
veloppe des asymptoles de toutes ces hyperboles &quilateres. est la courbe 
Caylevenne du reseau (Introd. 133. b). 

La IHlessienne est le lieu des couples de pöles conjugues par rapport aux 
coniques du reseau (Introd. 132, b). tandis que la Cayleyenne est l’enveloppe 
de la droite qui joint deux pöles conjugues (Introd. 132. a; 133, b):; done 
les points correspondanis u, v du cerele C° et de la droite a Vinfini (7.) son! 
des pöles conjugues par rapport a toutes les hyperboles equilateres du reseau: 
et Ihypoeyeloide est l’enveloppe de la droite ur *). 


*) M. Schröter a deja dein la courbe C°? comme enveloppe de la droite uv qui 
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17. Deux hyperboles equilateres du reseau se eoupent en qualre points, 
sommets dun quadrangle complet orthogonal. dont les eötes sont taneents A 
I'hypocycloide et les points diagonaux sont situes sur le cerele ©? (Introd. 
133. d). Ces quatre intersections forment donc l’un des quadrangles abed 
deja eonsideres (14.). 

Ainsi tout quadrangle abed (orthogonal et eirconserit ä ©’) est la base 
d’un faisceau d’hyperboles du reseau; et r&eiproquement, chaque hyperbole 
du reseau passe par les sommets d’un nombre infini de ces quadrangles. 

Si le quadrangle abed degenere en un triangle rectangle. dont le 
sommet de langle droit apparliendra au cerele ©’ (15.), toutes les hyper- 
boles equilateres eirconscrites auront en « la meme tangente «vr (Introd. 135). 
Done le cercle € est le lieu des points de contact des hyperboles du reseau 
(Introd. 92). et Ihypocyeloide est l’enveloppe des tangentes communes en 
ces points de contact entre les hyperboles du reseau. 

18. Soit d le centre du cercle D* eirconserit au triangle abe; on sait*) 
que d, intersection des hauteurs de ce triangle, est le centre de similitude 
directe des cercles €, D’, et que le centre o de ©’ est le point milieu du segmen! 
dd. D’ou il suit que le rayon de D’ est double du rayon de Ü°: d’est-a-dire 
que les cereles eirconserits a tous les triangles analogues a abe sont egaux. 

I resulte diiei encore que les centres «, 9, y, 0 des cercles eircon- 
serits aux triangles bed, cad, abd, abe sont des points symelriques a a,b, 


/ 
egal et symetrique a abed: o etant le centre de symetrie. Done les points 


c, d, par rapport au point 0; et par consequent que «yo est un quadrangle 


diagonaux des quadrangles analogues a «/y0d sont silues sur la eirconference 
C° (14.), et l’enveloppe des cötes de ces memes quadrangles est une courbe 
egale et symetrique a C° (o centre de symelrie). 

On sait **) que dans un quadrangle complet orthogonal la somme des 
carres de deux cöles opposes (par ex. be +da ) est egale a quatre fois le 
:arre du diametre du cercle (C°) deerit par les milieux des cötes; cette somme 
est done constante pour toutes les couples de cötes opposes dans tous les 
quadrangles analogues a abed et apyo. 


Joint les points homologues de deux scries projectives de points, dont lune soit donnee 
sur la eirconference du cerele C’, et lautre sur la droite A& linfini (tom. 54 de ce 
journal, p. 31). 

*) Steiner, Die geometrischen Konstructionen (Berlin 1855), p. 1. 


Pi 


*) Carnot, Geometrie de position (Paris 1805), No. 154. 
Journal für Mathematik Bd. LXIV,. Heft 2. 15 
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19. Dun point queleonque f du cercle D? eirconscrit au triangle abe 
abaissons les perpendieulaires sur les cötes de ce triangle. D’apres un Iheoreme 
ires-connu, les pieds des trois perpendieulaires sont allignes sur une droite @. Cher- 
chons l’enveloppe de cette droite, lorsque le point f se deplace sur le cercle D’ 

Si f tombe sur Fun des sommets abe, la droite @ devient l'une des 
hauteurs aa,,. bb,,. cc, du triangle; et si f est oppose diametralement a l'un des 
sommels, ( coineide avec l'un des cöles be, ca, ab. Les six cötes du quadrangle 
complet abed sont done autant de tangentes de l'enveloppe dont il s’agit. 

Si f coineide avec lun ou l’autre des points eirculaires &w', Ja droite 
G tombe entierement ä linfini: d’ou il resulte que la droite a linfini est une 
tangente double de l'enveloppe. En outre,. si @ doit avoir une direction 
donnce, le point f est unique et determine; et pour le construire, il suffit de 
tracer par d une droite ayant la direction donnee, et de joindre les inter- 
seelions de cette droite par les cötes be, ca, ab, aux interseclions correspon- 
dantes (dilferentes de a, b, ce) du cercle D” par les hauteurs aa,. bb,. cc; : 
les trois droiltes ainsi tracees concourent au point f*). 

La courbe enveloppee par les droites @ est done de la troisieme classe 
et a. en commun avec I'hypocyeloide C°, la tangente double et six autres 
tangentes, ce qui equivaul a dix langentes communes: par consequent les deux 
courbes coineident ensemble. 

Ainsi Ihypoeyeloide C’ est l’enveloppe des droites @ pour tout triangle 
analogue a abe: c’est-a-dire que, si aux points ou les cöles d’un triangle abe 
sont coupes par une tangente queleonque de I'hypoeveloide, on eleve les per- 
pendiceulaires sur ces cöles, ces perpendiculaires se couperont sur la eircon- 
ference du cerele eirconserit au triangle abe. 

20. La droite @ (19.) est la tangente au sommet dune parabole N’, 
qui a son foyer en f et est inscrite au triangle abe **). La courbe ©? est donc 
l'enveloppe des tangentes au sommet des paraboles inserites aux triangles 
(dont Yun queleonque suffit pour determiner la courbe) analogues a abe. 

Du reste, cette definition de la courbe C’ rentre dans la methode de 
M. Chasles”**) pour engendrer les courbes de troisieme ordre ou classe. Soient. 
en effet. N une parabole inscrite au triangle abe, et v le point a linfini sur 


*) Steiner, Developpement d’une serie de theor&mes relatifs aux 
sections coniques (Annales de Math@matiques de @Gergonne, t. 19, p. 00). 


**) Steiner, Developpement etc. p. 45. 


""") Comptes rendus de l’Acad. des sciences (Paris 1855) t. 36, p. 949; t.37, p. 443. 
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la direction perpendiculaire aux diamelres de N’. La parabole N’ et le point 
correspondant », en variant ensemble, engendrent deux series projeetives: 
done, si par v on congoit la droite @ tangente A la parabole correspondante 
N’, Venveloppe de @ sera une courbe de troisieme elasse, touchee par la 
droite a linfini aux points eirculaires w, ©". 

21. Soit f’ le point du cercle D’ (19.). qui donne naissance A une 
droite @’ perpendieulaire a @ Si Yon fait varier simultanement les points 
/f‘, ils engendrent (sur le cerele D*) une involulion, dont les points doubles 
sont evidemment les points eireulaires a linfini: d’ou Von eonelut que la droite 
ff' passe par le centre d du cercle. 

Or le point d est (18.) le centre de similitude directe des cereles C*', 
D' (l@ rapport de similitude &tant 1:2). el de plus. ce meme point d est 
situ sur la directrice de la parabole N’ *); le point milieu « de la droite fd 
est done commun a la droite @ et au cercle ©’. De meme, ce cercle et la 
droite @’ passent par le point «' milieu de ffd. Ainsi les triangles d/f’, du 
sont directement semblables; et par consequent la droite wu est parallele a 
ff' et passe par o, point milieu de do (et centre de 0°). 

22. Une droite quelconque ft coupe Uhypoeycloide © en quatre points: 
les tangentes en ces points determinent une parabole P’, qui est l’enveloppe- 
polaire de la droite / par rapport a ©’, regardee comme courbe de troisicme 
classe (Introd. 82). Les diametres de cette parabole sont perpendieulaires 
a R (Introd. 74). 

Si. au lieu de A, l’on considere une droite @ qui soit langente a Ü 
en g et secante en k, %, la parabole P’ sera tangente A @ en g, el par con- 
sequent aura son sommet en ce point. En outre, les tangentes a Ihvpoeveloide 
en Ak, 4, etant perpendiculaires (2.),. se couperont sur la direetrice de P’ 
done la directrice de la parabole P” relative a une tangente @ de I'hypo- 
evcloide est parallele a cette tangente et passe par le point «’ du cerele € 
qui correspond a la tangente @, perpendiculaire a @ (6.). 

Il resulte d’iei que les direetrices des paraboles P’, relatives aux tan- 
gentes de U'hypocveloide, enveloppent une aulre courbe egale, concentrique el 
symelrique a C°. Les axes de ces paraboles sont @evidemment les normales 
de C°, et par suite enveloppent la developpee de € (13.). Le lieu des 


sommels de ces paraboles est I'hypoeyeloide Ü° ello-meme. 


*) Steiner, D@veloppement etc. p. 59. 


15 * 
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Si A est la tangente double de C’, c’est-a-dire la droite a linfini. la 
parabole P’ se reduit evidemment aux points circulaires ww’, regardes comme 
formant une enveloppe de la deuxieme classe. 

23. Les paraboles P’ relatives a toutes les droites du plan formen! 
un systeme qui est correlatif de ce qu’on appelle reseau (16.). I y a une 
(une seule) parabole P° tangente a deux droites donnees arbitrairement. 
Toutes les paraboles P’ qui touchent une droite donnee ont deux autres tan- 
gentes communes (Introd. 77), sans compter la droite a linfini: c’est-ä- 
dire que ces paraboles sont inscrites dans un m&eme quadrilatere, dont un cöle 
est a distance infinie, et correspondent A autant de droites R issues d’un meme 
point (pöle des droites qui forment le quadrilatere). 

24. Lorsqu’on considere un faisceau de droites R paralleles, les axes 
des paraboles correspondantes /°°* auront tous une direction commune, per- 
pendiceulaire aux droites R (22.). Mais il v a de plus: la droite a linfini 
appartenant, dans ce cas, au faisceau des droites R, lune des paraholes est 
[ormee par les points eirculaires ww’; done toutes les paraboles P’ cor- 
respondantes a un faisceau de droites paralleles ont le meme foyer et, par 
suite, le mente axe. 

D’ou il resulte que le systeme (23.) des enveloppes-polaires de toutes 
les droites du plan est compose d’un nombre infini de series, correspondantes 
aux dilferentes directions de ces droites: chaque serie &lant constituee par des 
paraboles P’ qui ont le meme foyer et le meme axe. 

25. Tout point du plan est pöle de quatre droites (v comprise la 
droite a linfini), qui forment un quadrilatere eirconserit a toutes les paraboles 
P° correspondantes aux droites qui concourent au point dont il s’agit. Ainsi. 
a chaque point du plan correspond un quadrilatere, et le lieu des sommets de 
tous ces quadrilateres complets est une courbe du troisieme ordre, la Cayleyenne 
du systeme des paraboles P? (Introd. 133, d). Or, chacun de ces quadri- 
lateres a trois sommets a linfini, car lune des quatre droites dont il resulte 
est la droite a linfini: done la Cayleyenne se compose de la droite a linfini 
et d’une conique, lieu des sommets d’un triangle eirconserit aux paraboles P’ 
qui correspondent ä des droites issues d’un meme point (variable dans le plan). 

Pour une serie de paraboles P’ ayant le m&me foyer et le meme axe 
(24.), le triangle eirconserit a [un de ses sommels au foyer, et les deux 
autres aux points eirculaires a linfini: done la conique qui fait partie de la 


Cayleyenne est un cercle. 
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Les droites dont le pöle est le point o (concours des tangentes de 
rebroussement de la courbe fondamentale C°) sont la droite ä linfini et les 
cötes du triangle forme par les points de rebroussement (Introd. 139. d). 
Done le cercle qui, avec la droite a linfini, constitue la Cavlevenne du systeme 
des paraboles P’, passe par les rebroussements pgqr de Uhypoeycloide C°, ei 
est, par suite, concentrique au cercle C° (8.). 

Ainsi, ce cercle (pgr) est le lieu des foyers des paraboles P’ (24.) 

26. Les diagonales des quadrilateres quon a consideres ci-devant 
(25.) enveloppent une courbe de la troisieme classe, la Hessienne du svsteme 
des paraboles P° (Introd. 133, d). Or, dans une serie de paraboles ayant 
le m&me foyer et le meme axe (24.). laxe commun est une diagonale du 
quadrilatere eirconserit; done la Hessienne est l’enveloppe des axes de toutes 
les paraboles P°*). 

La Hessienne touche la droite a linfini aux deux points eireulaires 
ow' (Introd. 96, d); done elle ne possede que trois points de rebroussement. 
En outre, elle est touchee par les tangentes de rebroussement de la courbe 
fondamentale (Introd. 100), et par consequent, ces droites op, og, or son! 
des tangentes de rebroussement, aussi pour la Hessienne (Introd. 140, a). 

Les points pgqr (rebroussements de ©’) sont des points simples de la 
Hessienne, qui y est touchee par le cerele Cayleyen (Introd. 141), c'est- 
a-dire, par des droites perpendiculaires aux langentes de rebroussement, 

De ce qui precede il resulte que la Hessienne du systeme des para- 
boles P* est une courbe inversement homothelique a C’: o elant le centre el 
3:1 le rapport de similitude. Autrement: la Hessienne est la developpee de 
la courbe fondamentale (13.). 

On voit encore que toutes les courbes de la troisieme elasse touchees 
par les tangentes communes ä C’ et a sa Hessienne sont des hypocyeloides 
semblables et concentriques a C’. Et les cercles Cayleyens correspondants 
a ces hyperboloides ont le m&me centre o. 

27. Soit 1” U'hypoeycloide semblable et concentrique a C*, dont les 
points de rebroussement soient wow, ou Ü’ est touchee par le cerele © (8.), 
Alors I’hypocycloide C? sera la developpee et la Hessienne de /"; et le 
cercle C° formera, avec la droite a linfini, la Cayleyenne de /"; done: 





*) Voir & ce propos: Steiner, Vermischte Sätze und Aufgaben (t. 50 de 
ce journal, p. 371). 
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L’hypoevcloide C* est l'enveloppe des axes des paraboles /T’, en- 
veloppes-polaires des droites du plan, par rapport a I'hypocycloide 2" (26.); 
Le cerele C* est le lieu des foyers des paraboles /7° (25.); 

Deux tangentes perpendiculaires de I'hypoeycloide C° sont des droites 
conjuguces par rapport a toutes les paraboles //° (Introd. 132. b); 

Deux paraboles //° sont inserites dans un meme triangle qui est inserit 
dans le cerele C*. Ce triangle, avec la droite a linfini, forme un quadrilatere 
complet, dont les diagonales (c’est-ä-dire les eöles du triangle eirconserit et 
homolhelique au precedent) sont tangentes A I'hypoeycloide C° (25., 26.). 

28.  Soit wu, u, lun de ces triangles inscerits dans ÜC° et circonserits 
a deux (et par suile a un nombre infini de) paraboles /Z’. Parmi les para- 
boles inserites dans le triangle ww, il y a trois systemes de deux points. 
cest-a-dire (ur). (ur). (tr,): en designant par v, v,,. v, les points a 
infini sur les direelions 1,0%, nu, uu,. Au point « se croisent deux lan- 
senles perpendieulaires de C’, qui, elant conjuguces par rapporl A toule pa- 
rabole ZZ? (27.). divisent harmoniquement les segments «,Y,. 4Y;, el par 
suite sont les bisseetrices de langle www. Ainsi les trois couples de tan- 
sentes perpendieulaires de I'hypoeyeloide, qui se coupent aux points wu, in. 
sont les bissectrices des angles du Iriangle forme par ces points: ces Six 
tangenies sont done les cötes de l’un des quadrangles orthogonaux abed, quon 
a deja rencontres (14.). 

Les troisiemes langentes quon peut mener des points ww, u a I’hypo- 
evcloide sont resp. paralleles aux cöles u,w, nu, tu, (27.),. et par suite 
10.) elles sont resp. perpendieulaires aux diametres de C° qui joignent les 
milieux des cöles opposes du quadrangle forme par les bissectrices. 

Ces troisiemes tangentes forment un triangle, dont les cötes ont leurs 
milieux en &, &,. (5; done ce triangle est Yun des triangles abe deja con- 
sideres (14.); ei les nouvelles intersections du cerele C° par les cötes sont 
les pieds des hauteurs du meme triangle; et ces hauleurs sont elles- memes 
tangentes a U'hypoeyeloide. 

29. Deux triangles analogues a wu, u, sont inserits dans le cercle 
0°, eirconserits a une parabole /7° (27.) et conjugues a une hyperbole equi- 
laiere Q° du reseau dont Ihypocycloide C* est la courbe Cayleyenne (16.); 
done le cerele C° et la parabole //° sont polaires r&eciproques par rapport 
a Uhyperbole equilatere Q°. Ainsi le cerele est eirconserit a un nombre in- 


fini de triangles conjugues a I’hyperbole equilatere et circonserits a la parabole. 
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Toute tangente de la parabole coupe le cercle et l’hvperbole equilatere en 
quatre points harmoniques; et r&eiproquement les tangentes qu’on peut mener 
d’un point du cerele a la parabole et a I'hyperbole @quilatere forment un 
faisceau harmonique. (Introd. 108, <.) 

Le centre de I'hyperbole equilatere Q° est un point « du cercle © 
(16.); le triangle sww' est inserit dans le cercle et conjugue a l'hvperbole: 
done il est eirconserit a la parabole /7’, c’est-a-dire que u est le fover de 
cette parabole. 

La tangente au cercle en « doit @lre conjuguece Aa la direction de la 
parabole, par rapport a I'hyperbole equilatere; done les asymptotes de cette 
derniere courbe sont les bisseetrices des angles compris par l’axe de la pa- 
'abole et la tangente du cercle. Ceei revient aA une propriele deja demontree 
7.),. car laxe de la parabole (27.) et les asymptotes de U’hyperbole äquilatere 
16.) sont les langentes de I'hypocyeloide qui se coupent au point « 

30. Toutes les paraboles //° qui sont tangenles a une m&me droite 
G, tangente a I'hypocyeloide C°, ont le m&me point de contact (Introd. 90, b 

En regardant toujours /'” comme courbe fondamentale, par rapport & 
laquelle toute droite a son enveloppe-polaire et son pöle (Introd. 130, a). 
une droite @ tangente a I'hypoeycloide C°* aura son pöle au point g’, ou € 
est touchee par une droite @’ perpendiceulaire a @ (Introd. 132. ce 

Les paraboles /7” qui passent par un m&me point a sont les enveloppes- 
polaires des droites tangentes a une meme conique A’, qui est le lieu des 
pöles des droites issues du point a (Introd. 136). 

II va un nombre infini de coniques A’ qui se reduisent a une couple 
de points gg: ces deux points apparliennent toujours a U'hypoeveloide €, ei 
la droite gg’ est tangente a cette meme courbe. Les points @« auxquels cor- 


respondent ces coniques A’ sont situes sur le cerele C° (Introd. 136, ) 


I 


Toute conique A? est tangente a Uhypoceveloide C° en trois points, ou 
cette derniere courbe est touchee par les droites resp. perpendieulaires aux 
tangentes issues du point a (auquel correspond A’) (Introd. 137). Diou il 
suit que. si @ tombe en o, A’ coincide avec le cercle C©°; et que I'hypo- 
eyeloide C° a un contact du cinquieme ordre, aux points va, ©, w, avec les 


coniques A” correspondantes aux points de rebroussement p, q, r (8.). con- 


sideres comme points a. 
En outre, pour un point quelconque a, la conique A’ coupe I'hypo- 
cycloide C? en deux points. qui sont les pöles des tangentes du cercle 0, 
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issues du point a. Cette propriete resulte de ce que les droites tangentes ä 
ce cerele ont leurs pöles sur I'hypocvcloide C? (Introd. 135). 

Les tangentes de l'hypocycloide C’, perpendiculaires aux trois droites 
qui touchent cette courbe et une conique (A’) aux me&mes points se rencontren! 
en un point. 

Si l’on mene par deux points quelconques six tangentes a l’hypo- 
ceycloide, les tangentes resp. perpendiculaires a celles- la forment un hexagone 
de Brianchon. 

Si Fon inserit une conique quelconque dans l’un des triangles abe, don! 
il a ete question ailleurs (14.). cette conique a trois droites tangentes com- 
munes avec I'hypoeycloide, autres que les cötes du triangle abe; et, aux points 
de contact de ces droites, I'hypocycloide est touchee par une autre conique 
(Introd. 137. a). 

31. Au moyen de liun queleonque de ces triangles abe, on peul 
encore engendrer la courbe C° diune autre maniere. Concevons la serie des 
coniques IS’, inserites dans le triangle abe et passant par le concours d des 
hauteurs aa,. bb,. ce,; et supposons quon ait trace, pour chaque conique I‘, 
la droite FH tangente en det la tangente K parallele a 4. On demande quelle 
courbe est enveloppee par les droites K? 

Les coniques 4° qui touchent la droite a linfini sont deux paraboles 
(imaginaires) tangentes en d aux droites do, do’; et on voit aisement que, pour 
chacune de ces paraboles, la droite X tombe entierement a linfini. La droite ä 
infini est done une tangente double (ideelle) de lenveloppe dont il s’agit. EI 
eomme il n’y a quune conique .S° tangente en d a une droite donnee, cette 
enveloppe na quune tangente dont la direction soit donnee, et par suite elle 
est une courbe de la troisieme classe. 

Si on donne a la droite H la position perpendiculaire ä l’un des 
eötes du Iriangle abe, la tangente K coineidera avec H; car la conique I 
devient, dans ce cas. lune des couples de points aa,, bb. cc,. ou, ce qui 
est la meme chose, Fun des segments aa,. bb,. cc, eonsideres comme des 
ellipses dont une dimension soit nulle. 

Si H est parallele a l’un des cötes du triangle abe, K sera ce meme 
cöte; done les cötes et les hauteurs du triangle abe sont autant de tangentes 
de Ja courbe envelopp6ee par les droites K. 

Ainsi cette courbe et I'hypoeyeloide C° ont la tangente double et six 


tangentes simples communes; et par suite elles coincident (19.). 
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32. Observons que les centres des coniques 7° sont sur la eireon- 
ference d’une ellipse inserite dans le trianele forme par les milieux des cotes 
du trianele donne abe a? et eireonscerite au Irianele forme par les milieux 
des hauteurs. 

Et les points des coniques .7, qui sont diametralement opposes a d. 
forment une aulre ellipse homothelique a la preeedente et de dimensions 
doubles. Ces points et les droites H correspondantes engendrent deux svstiemes 
projeetifs. D’ou il suil r&eeiproquement que: 

Eiant donnes une conique E° et un faisceau de droites. dont le poin! 
commun soil d, et dont les ravons JJ] correspondent anharmoniquemen! aux poinis 
h de E’: si lon mene par chaque point A la droite KM parallele au ravon 
correspondant H, lenveloppe de K est une courbe de troisieme elasse el quatriem: 
ordre. pour laquelle la droite a Finfini est la tangente double et les points de 
contact sont situes sur les rayons // qui correspondent aux points Aa Finfini 
de E’. Cette courbe est done (9.) une hypoeveloide lorsque,. FE’ elant une 
ellipse. les points a linfini de cette conique correspondent aux droites der, de 

Les points ii, ot la droite variable H coupe E', forment sur cette 
ellipse une involulion; et les couples de points conjugues ö corresponden! 
anharmoniquement aux points h. li y a Irois points A qui coineident avec 
"un des points @ correspondants: c’est-a-dire quil y a lrois droites IT qui 
passent par les points correspondants h. Ces droites sont les tangenles a Ihvpo- 
eveloide qui passen! par d. 

33.  Voici encore un autre moven dengendrer celte merveilleuse 
courbe. douce de proprieles si nombreuses et si elegantes. Soient www les 
sommels d’un triangle @quilatere inserit dans le cerele €.  Cherchons l'enve- 


loppe d’une corde us telle que l’on ait. entre les arcs, la relation um = Lus, 


ou bien um: - us (et par suite, te = ies, m: Loivs). 

Combien de ces cordes ıs passent par un point .w pris arbitrairemen! 
sur la eirconference de C°? Si l’on considere ce point comme point u, il 
sulfira de prendre un arc us = 2 um (ce qu’on peut faire d’une senle maniere). 
et nous aurons. dans la corde us, une tangente AK de l'enveloppe dont il sagit. 
Si. au contraire. on considere z comme point s, il faudra prendre un arc 


au = Asa, ce qui donne deux points u, «' diametralement opposes: el su, su 





*) Hearn, Researches on curves of the second order etc. (London 
1346), p. 59. 
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seront deux autres langentes de l'enveloppe. Ces deux tangentes,. G, @, son! 
evidemment perpendieulaires entre elles, ei la premiere tangenie K est per- 
pendieulaire au diamelre wu. Notre enveloppe est done une courbe de la 
troisieme classe. 

De la consiruelion qui precede, on deduit que, pour chacun des poinls 
vew la tangente K coineide avec lune des G@@'; et, par suite, que l’enveloppe 
est langenle en wew au cerele €, et que les diamelres ou, oe, ow lui son! 
aussı langenlis. 

Cette courbe de Iroisieme elasse est done I'hypoeyeloide a lrois re- 
broussements. Par consequent, les points x, e, ww, ou Uhypoevcloide est langente 
au cerele €, sont des points de triseelion pour les ares sous-tendus par une 
tangente queleonque de la meme courbe. 

34. On peul encore rencontrer Ihypoeyeloide A trois rebroussemenls 
‘dans la theorie des eubiques gauches (courbes A double courbure du troisieme 
ordre). On sait *) quun plan quelconque contien! une droite tangente en deux 
points distineis a une surlace developpable du quatrieme ordre, donnee. Si 
done on coupe la surface par un plan passant par la tangente double a lin- 
fini. la seclion sera une courbe de la troisieme elasse et du quatrieme ordre. 
ayanl la langente double a linfini. Et par consequent, si la developpable est 
langenle en deux points (imaginaires conjugues) au cercle imaginaire a linfini. 
tout plan. dont la trace a linfini soil la corde de contact, coupera la surface 
suivanl une hypocyeloide (a trois rebroussements). D’ou il resulte que: 

Si une surface developpable du quatrieme ordre est coupee par un 
plan donne suivant une hypocycloide, tout plan parallele au donne coupera 
la surface suivant une aulre hypocveloide: 

Si une eubique gauche passe par les sommets de deux triangles equi- 
Iateres situes sur deux plans paralleles, el a deux plans oseulateurs (imaginaires 
paralleles a ces plans, la surface developpable formee par les tangentes de 
la cubique est coupee par tous les plans paralleles aux donnes suivant des 
hypoeveloides. 

39.  Deux hypoeyeloides (a {rois rebroussements) sont siluees sur deux 


plans paralleles //,,. /7,; cherchons l'enveloppe du plan qui coupe les plans 


*) Cayley, M&emoire sur les courbes ä double courbure et sur les 

surfaces developpables (Journal de math@matiques de Liouville, t. 10, 1° serie. 
94H) 
P- ui Tr )« 
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lonnes suivant deux lansenltes de ces courbes. Si par un point arbitraire de 
l'espace on mene les plans langenis resp. aux deux hypoeveloides, ces plans 
enveloppent deux ceönes de troisieme elasse et qualricme ordre. qui ont un plan 
hitangent commun (parallele aux plans donnes) et memes gencralrices de conlael. 
dirigces aux points ®, w', ou le cerele imaginaire a linfini est renconire par 
les plans 77. (es cönes nauront done plus que trois aulres plans tangents 
communs: ce sont les seuls plans quoon puisse mener par le sommel | pris 
arbitrairement) a toucher en meme tems les deux hypoeveloides l, enveloppe 
demandee est done une surface developpable de la troisieme classe et. par 
suite, du quatrieme ordre. La eubique gauche A’, eourbe euspidale de cetie 
developpable, passe evidemment par les points pqr de rebroussement de 
chacune des hypoeycloides donnces et y est osculee par trois plans qui con- 
courent au centre o du triangle equilatere par (8.). Üest-a-dire que ce 
point o est le foyer*) du plan /7, par rapport a la eubique gauche. 

Et, par suite, la droite a linfini. commune aux plans donnes. est Fin- 
ierseclion de deux plans tangents (imaginaires) de la developpable. dont les 


3 


oeneralrices de conlael passen! par les points cireulaires w. wo. La eubique 


sauche A’ a done trois asymptoles reelles: autrement. elle est une hvper- 
bole gauche **). 

De ce qui precede on deduit que tout plan 7/7, parallele aux plans 
donnes. coupe la developpable suivant une courbe de troisieme classe ei 
jualrieme ordre. avant la tangente double a linfini et les points de contae! 
en ©, ©, cest-a-dire. suivant une hypocyeloide CE, dont les rebroussementis 
pgr apparliennent a Ja cubique gauche AK’. Le lieu des cercles circonserils 
aux triangles equilateres pgr est une hyperboloide gauche Y***), 

Les plans 77 sont conjugues, par couples, en involulion: de deux plans 
conjugues. Jun contient la conique lieu des pöles de lautre, par rapporl aux 
hvperboles H° suivant lesquelles la developpable est coupee par ses plans 
tangents. Toutes les coniques, locales des pöles dans les dillerents plans 77. 
passent par les points ®o', et par suite sont des cercles, dont les cenires 


situes sur une droite, corde ideelle de la ceubique gauche) sont les points o. 


*) M&moire de geometrie pure sur les cubiques eauches (Nouv. 
Ann. de Math. 2° serie, t. I., p. 287). no. 3. 
##) ]Ibıid. no. 4, 15. 
”#\ Ibıd. no. 8. 


16 * 
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centres des triangles equilaleres pgr. Ces cercles sont preeisement les cercles 
C 8.) tangents interieurement aux hypocveloides C’, c’est-ä-dire les cercles 
lieux des interseclions des couples de tangentes perpendieulaires *). 

Tous ces cereles C° sont situes sur un hyperboloide ?, semblable a Y. 
Get hyperboloide & est, en outre. le lieu de la droite intersection de deux 
plans \conjugues) langenis a la developpable et coupant les plans // suivan! 
des droites perpendieulaires. Ce m&me hyperboloide est inscrit dans la de- 
veloppable, et la courbe de contact est une eubique gauche semblable a K’**). 

Dans linvolution des plaus //, les plans doubles (imaginaires ) sonl 
tangents a la developpable, et le plan central //, coupe I'hyperboloide &# 
suivant un cerele C/ qui est le lieu des centres des hyperboles //° inserites 
dans la developpable. Les points www, oü le cercle €, est tangent a [hypo- 
eveloide ©, eorrespondante. sont les traces des asymptotes de la cubique 
sauche AK’: et les points «’vw' de C,), diamelralement opposes a wew, son! 
ies centres des hyperboles (eirconserites au triangle forme par les rebrousse- 
ments de IUhypoeyeloide). suivant lesquelles la cubique gauche est projelee 
sur le plan central par les trois eylindres passant par elle *** 

Un plan langent quelconque de la developpable coupe le cercle C, en 
deux points s, «: el le plan langent conjugne passe par le meme point s el 
par un aulre point «@ (10.). Ges deux points we, diametralement opposes 
dans le cerele. sont les centres des hvperboles H, suivant lesquelles la de- 
veloppable est coupee par les deux plans langents nommes 

36.) Revenons maintenant ä un theoreme dejä demontre (10.). Etanl 
donne un point s, sur la eireonference d’un cercle Ü°, menons arbitrairement une 
corde 8,5: ensuile, une autre corde ss; perpendiculaire au diametre qui passe 
par s,; apres. une lroisieme corde s,s,; perpendieulaire au diameire qui passe 
par Ss. ... el aiısi de suite. Ces cordes forment une ligne brisee. inserile 
dans le cercle et eirconserite a une hypocyeloide douee de trois rebroussements. 


La relation entre deux cordes successives $,_18,, 8,82, 1 est telle que 


r 


"are s.s,.., est double de larc s,_,s,. mais dirige en sens conlraire: cest- 


\ 


a-dire, quen regardant comme egaux denx arcs, dont la difference soit un 


Ibıd. no. 3, 11. 

*=#) ]Ibıd. no.8, 11 
“. Ibid. no. 38. 
“r, Ibıid. no. 21. 
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multiple de la eirconference 27, l’on a 


ET 7 li 


S$.S, 1 ze. 2s, 19x — V, 


Be 


ou bien, en designant par 9, lTarc sı$,, 


LE, = 


d’ou Fon tire aisemen! 
0..,+%20,. = 6,. 
et par suite 
dt. Ö nissen « Pe, 
PB} a 
37.  Supposons quapres une serie de sommels lous distinels. s,s 
s,_., Jon parvienne a un sommet s, qui coineide avec lun de ceux qui pre- 
eedent, s,; et nommons ® le polygone ferme dont les sommels suecessils son! 


les points 8,841 ---8,—1. La condition pour la eoineidence des points s,. s 


est evidement que la difference 9, —6,, soit un multiple de 27, et. par suit 


> 


de (a.). doit elre un nombre ralionnel. 


ar 
0, q 


Soit done . ou q, p designent deux nombres enliers \positils 


er p 


premiers entre eux. L’equalion (a.) donne 


>) ’ l Pn l 
0 0 _—L 2 . 


' n m 
d . g we - r om . 
er 3 pP 


par consequent, si les poinis s,, $, doivent eoineider. il faut satisfaire a la 


CONLTFUENCE 
| \ )\ım-—I1f _9H9ı,n-m _1\ ‘ 
(b. J 7 22 N w ) | j — () mod. 3D . 


Soit p=?2*.p', p’ elant un nombre impair. La plus petite valeur de 
m qui salisfait a (b.) est evidemment 
m = a-+l. 
d’ou il suit que, si p contient le facteur 2%, le point s,,, sera le premieı 


sommet du polygone ®, c’est-a-dire le sommet ou ce polygone se ferme 


Autrement: la ligne brisee s,5 . ..s, Se composera dune partie ouverte 
$182...84.1, qui a @ cöles, et d’un polygone ferme s,,1.:- $,: 


Done. si [Von a simplement p = 2“, il n’v aura pas de polvgone lerme: 
s / - 


mais la ligne brisee s,s,;... sarrelra au point s,.,, et tous les sommels suc- 


cessifs coineideront avec celui-ci. 
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Au contraire,. le polygone ‘® se ferme au point s,. toutes les fois que 
p est un nombre impair. 

35. Avant ainsi determine le nombre m, cherchons la valeur de » 
Si p = 2". p', et p' n'est pas premier a 3. la congruence (b.) devien! 

ee.) ("1 0 (mod. 3p'). 
Mais si p' est premier a 3 (quelque soit g). le binome (—2)"""—1 elanı 
divisible par 3. la congruence a salislaire sera la suivante 
(d.) (2-1 = 0 (mod. p‘). 

Ainsi la valeur de a—a—1 sera le plus petit exposant qui rend (—2)" "—1 
divisible par 3p’ ou par p’ suivant que p’ est divisible par 3 ou premier a 
ce nombre. Par exemple. 
pour 9=3,5.6,.7, 9,10, 11,12, 195, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 23. 27. 29, 31. .. 
BENSEHEE RE EEE ERTEILT LE ii 
et „=45;5,.7.10, 6, 6, 6,13, 8,13, 9,11,10, 7. 23,28, 28, 11, ... 

ici les proprietes connues des nombres pourraient donner lieu a des 
'heoremes interessants, relatifs a ces polvgones ® inserils dans le cercle e! 
eireonserits a I’hypoeycloide. Par exemple: si a deux nombres p, p,. premiers 
entre eux. corresponden! deux valeurs de n— m, dont Yune soit multiple de 
lautre. Ja plus grande de ces valeurs conviendra aussi au nombre pp,: done etc 

39. Je me borne a observer quen general la valeur de » est plus 
petiie ou au plus egale a p, sauf le cas que p soit une puissance du nombre 3 
Sip=3". la eongruence (c.) devien! 

(—-2)""—1 = 0 (mod. 3°*'). 


Dans ce cas, le plus petit exposant est 
n—1 = 3, 
dou 
» = p+1. 
10. Je suppose la eirconference du cercle divisee en p parlies egales: 
soit Q le polygone regulier quon obtient en joignant les successifs points de 
division. Je suppose en outre que la ligne brisee s,s,... (36.) ait son premier 


cöte commun avec le polygone Q. 
ırı Ar 


9 


p p 
.„ il s’ensuit que tous les cötes de la ligne 





Comme les cordes 8,855. 58. .... sous-tendent les arcs 





Sr 2 'p—-NDr 2p-—-)n 


p Leit p p 
brisee sont des cötes ou des diagonales du polygone regulier @. Mais re- 














s,_,$, ne change pas si x recoil laceroissement 3° 








| 
| 
| 
| 
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ix 
.. 


ciproquement, les sommels de Qi n’apparliennent pas tous en general 39. a 
la lione brisee s,s...s,. et d’autani moins au polygone ‘'B qui en fait parlie 
Seulement, lorsque p est une puissance de 3, on am=-Il ein p-|. e 
par suite. la lioene brisce s,s,...s, forme un polvgone ferme ‘B de p cöles 
dont les sommels » sont, dans un ordre different. les sommets du polygon: 


rcoulier & (39.). 


Il. Dans ce eas de p = 93". les grandeurs des cöles du polygone 


se reproduisent avec la periode 37"; d’est-a-dire que la longueur dun cole 
' En elfet. eyualioı 


\ 


sous-tendu par le eöle s,_,s,. lexpression 


«.) donne pour larc 


YAX 4 HINX l ‘) 
u Ka UT 
n—4,_, —, <E 
«) » 
ou bien 
Z Pia 2 
2yn 


puisque p= 3". Si l’on fait maintenant ce +3" = y, on aura 


a IX z 
zyn “ 
mais Fon a identiquement (39. 
l 
2 | [; 3 
; elant un nombre entier: done 
7 7 » 
\ l _. [7 
u nn = k I 
(il ar 


— 


cest-a-dire que Farce 6,—6_, ne dilfere de larc 4,— 6, que par un mul- 
tiple de 277; et par suite les coles s,_,8,. $,_ı8, Sonl egaux. En ajoutanı di. 
nouveau 3°" a lindex x, on obliendra un troisieme cöte egal a s, ,‚s,: mals 


l faut sarreter la. ear un lroisieme accroissement 3°" donne a .r reviendrail 


Fu 
a ajouter 27 A lare s,_ıs., ce qui reproduirait le premier eöte s, 5 \insi 
les cötes du polvgone B (pour p = 3”) sont egaux trois a lrois 
>) 
r . N w . IT . 
L’equation (e.) fait voir que le rapport (#9, — 6,1): nest jamaıs um 
pP 


MR 


multiple de 3: et dailleurs, puisque les cötes du polygone ‘pP sont egaux lroıs 


a trois, le nombre des eötes dilferents sera 3: ce qui est preeisement la 


moitie du nombre qui marque combien il y a de nombres inferieurs ei premiers 

ap. Les cötes du polygone ‘% sont done les cöles et les diagonales. de tous 

les ordres non divisibles par 3, du polygone regulier Q. 
Bologne, 10. mai 1864. 








Note zur vorstehenden Abhandlung. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


D: Theorie der in vorstehender Abhandlung so elesant behandelten 


(‘urve lässt sich auch analytisch vollständie darstellen. indem man einen vanz 





analogen Gang einschlägt. Wenn man bei einer Curve dritter Classe. welche 
eine Doppeltangente besitzt, deren Berührungspunkte vr =0. e= 0) und den 
Schnittpunkt der übrigbleibenden drei Rückkehrtangenten (v0) zu den Ecken 
eines Coordinatendreiecks wählt. so kann man die Coordinaten einer Tangente 
durch die Gleichungen 

(8. = ul, v=ul, w=u’+R, 


len zugehörigen Berührungspunkt aber dureh 


[A 
TA 
n 
an 


ww. 


2 z=wW"—2uf, y=M— Ruf, 


Jarstellen. wo — ein willkürlicher Parameter ist. In den letzten Gleichuneen 
[Bi 


:G ar 
) L " 7 x 


i y- 
braucht man nur 4=oe’, u=—ove ° und zugleich —— =S, —— } 


22 2iz 
zu -setzen. um die Gleichungen der Hvpoeyeloide zu erhalten: 
& = cos?y +2cosg, 
„= sin?g —2sing. 
Je zwei Tangenten \1.). welche sich nur durch das Vorzeichen von 4 unter- 


scheiden. sind eonjugirt,. und durch ihre Berührungspunkte geht eine dritte 


Zu ’ uw a 7 
langente. bei welcher an die Stelle von „ getreten ist. 


Ich bemerke dabei das Auftreten einer Classe von Polvgonen. welche 
Steiner nicht behandelt hat. Diese Polygone entstehen auf folgende Weise. 
Zu einer Tangente a, sucht man die conjugirte b,. zieht durch die Berührungs- 
punkte beider die Tangente a,. sucht wieder die conjugirte b,. zieht durch 
die Berührungspunkte a, u. s. w. Wenn nun schliesslich dieser Prozess auf 
eine Tangente a,., führt. welche mit «, zusammenfällt, so hat man ein ge- 


schlossenes »-Eck a,. @. ... a, vor sich, bei welchem jede Seite in einer 
der beiden auf ihr liegenden Ecken die Curve berührt. Die Parameter der 











(lebsch, vorstehenden Ihhandlumg 1 \ 
Seiten werden. wenn der Parameter von b, ist 
( /. x e % /4 
u 9° IA / z \ fi 
Das Polveon schliesst sıch also. wenn ( I. oder wenn (bei deı 
£ \U 
; 2krı 
Hvpoevecloide) der zueehörive Werth von Y oeleich = Ä ısi \ber nu 
. . ° ’ ) 1 
dann erhält man ein wirkliches »-Eck. wenn nicht schon — | J 
m » eine eanze Zahl werden kann Dies tritt immer und nur dann ein 
4 
17 i . “ . | 
wenn Ak von der Form und « ein Factor von » ısl I nich 


„useeschlossen 


(siessen. im Juni 


lournal für Mathematik Bd. LAI\ 








Ir 





126 


Ueber das einem Kegelschnitte umbeschriebene und 
einem andern einbeschriebene Polygon. 


(Von den Herren J. kosanes und M. Pasch zu Breslau.) 


u 

W enn zwei Kegelschnitte die Eigenschaft haben. dass sich ein Polvgon 
Iiınden lässt. welches um den einen und in den andern beschrieben ist. so 
muss zwischen den Coellieienten der dieselben bestimmenden Gleichungen un« 
der Seitenzahl des Polvgons eine Beziehung staltfinden. Der specielle Fa! 
zweier Kreise beschäftiste schon viele Mathematiker des vorieen und de- 
jetzigen Jahrhunderts. Fuler. Fuss und Steiner landen die Beziehungen vom 
Dreieck bis zum Achteck. und erst Jacobi (Leber die Anwendung der ellipti- 
schen Funcelionen auf ein bekanntes Problem der Elementargeometrie. diese: 
Journal Bd. HI. 8. 3761.) zelane es. für die Worausseizung. dass ein Krei- 
den anderen ganz umschliesst. die Bedingung für ein beliebiges Polygon 
auf überraschende Weise mit Hülfe der elliptischen Funectionen auizustellen 
Was jedoch das allgemeine Problem betriffi. so ist dasselbe von Cayley 
Philos. Mae. Yol. VI. 1853. 8. 99 ff. und 8. 376f.) vermiltelsi der Eiven- 
schaften des elliptischen Integrais ]. Gattung gelöst worden. indem er zeigte. 
wie man bei sewebener Seitenzahl die Bedineune in Form einer mit den 
(tleichuneen der Keselschnilte einfach zusammenhängenden Determinante an- 
eben kann. Denselben Gepensland behandelt Nontard In einem \nhanee Zu 
Poncelets Applications danalvse et de gecometrie (Recherches analytiques sur 


les polvgones simullanement inserils el circonserils a deux coniques. 


S.5351 
und voelanet dabei zu einer Funetionaleleichune. deren Aullösune ihn nieht 
auf die elliptischen Functionen selbst. sondern auf die nahe verwandten Funelio- 
nen % und 77 führt. 

Die eeoenwärlivee Abhandlung. deren Verfasser von den letzieenannten 
beiden Arbeiten bis vor kurzer Zeit keine Kenntniss hatten. scheint von diesen 
sowohl in Bezue auf den eineeschlaovenen Wee,. als die Form der Resultate. 
welche erosse Aehnlichkeit mit den von Jacobi zelundenen Formeln aufweist. 


sosehr verschieden. dass die Veröffentlichung derselben wohl zerechtfertig! 


erscheinen dürfte. 











v 
4 
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Sg. 1 
Wenn zwei Kegelschnitte A und B in homosen vemachten Parallel- 


oordinaten dureh die Gleichungen 





F(x,y,2 Ant + MY +a,2 + 2A: TYy — 2a,73 + 2a. y2 — 0 

f Tr. Y.23 bh, l; Y DD. 2 22h, u —-»2h.r= 3, Y2 () 
darsestelli werden. so kann man bekanntlich drei lineare homosene Funetionen 

\ ad: hy ws ) 1,7 h, 7 C,2. zZ AX /; 7] C>2 


A ' m 
ınd drei (srössen v. 5. so beslimmen. dass 


vird \ ir steilen hier die \ullösuno di se» Problems aul ı I1lt kurze \\ EISt 
N ® . ® a E® 1) 1 . | I . ’ ’ 
dar. theils weil wir die Beschränkunsen kennen lernen müssen. denen ihre 
, .y “ | * r I * I] . “7 1* « ’ , ) ’ w u 
Giltiekeit unterliegt. theils weil die Form der Resultate für die vorlierend: 
’ . Di . I ;® | 4 . ’ 
| niersuchune. wie man sehen wird. von \\ Ichlıekelt 1 
Satzi ar ‚ömliel ' Inı iYlentiısch 7 frillandlı; "Iaiırhnt ın 
SeIZ! man Namilch ın ieh IuentlsCch zu eriuiienden (riet numYeeh i 
{ ., . } I .. Er ry . in (> . 1 .y x .. 
nach Substiluirun der \usdrücke ur \. Y. Z die Coefheienien beider Seiten 


0 


ae WR uni | — | | 
oleieh und elımiınırTt die (1rössen d, h. ce zwischen den so enlislandenen zwöll 
(‚leichuneen. so erhäil man: 
j ] ) J ] 
) dt o)d nV vi ca ) { A,1 1. 
11 Li / 2 / 
4 ) 
h BAT, —o)b+(y-a)b. bs —oa I’— a)a,c v— a)Ayt 
) ) 
h oA ’— ac — (t)( h vd ) ,, o\bsi 
‘ F 
. u 5“ + | ‚ . Ei 
Hieraus schliesst man. dass die Determinanlı 
b, -(!Gı:ıo b; Ode h, UA 0, d., 1 /) Üd. d,Yf ( 
1 1 | | | ı] ; 
2 l Di; . f ed D ed () b, > b,] , () 
bi; Fed, bh do. !) va ’ Ce, C) ] ( 


ist. und hal somit eine kubische Gleichung. deren Wurzeln «, >. y sind. Die- 
selben können zunächst nieht sämmtlich gleich sein. wofern die hegelschnilte 
icht identisch sind Schliesse ir auch die Fälle au lass die beiden 
nicht identisch sınd. Schilessen wir auch die Fälle aus. dass die beiden 
keeelschnitte sich berühren oder einer von ihnen in ein Linienpaar (oder einen 
Punkt) degenerirt. so sind die Grössen @, 3, y endlich und von einander und 


von Null verschieden. In diesem Falle kann man immer wegen 2.) neun 


Grössen u. Yo» Zur Lı= Yır I 2» 43, 3, bestimmen, welche den Gleichungen 


I% 








zugleich ein- und umschriebene Polygone. 


|9= Rosanes u. Pasch, über 


di 


3. F Da) U F' 4 > V. f Ys m F' Yı " 0. F 
l. f A 3F' I,) = (). f' Y; ne BF Yı .n 0, f' 3,)- RBF' 2, 


L 
l 


>. (2)-yF(z)=0, f(y vF (y: 0. f 
. y . v/ 1} r ( F f: 
in welchen man z. B. mit F(x,) den Werth von — für ! 


venNureN. 
OA 


z z. bezeichnet hat. Wenn man dann mit X... Y.. Z, die Resul- 


4 Z P) Ze 
ale der Substitution von z,. Yo, »» in A, Y, Z bezeichnet. so gehen dis 


alle 
(sleichuneen /3.) über in: 


( a} 0 L = » u 7 4 4 a'b,Z VÖ, W e)C,Y. 7 Ü GL VÖ. 


/ > 





woraus sieh ereiebt: 


Es ist demnach 


F(#.. Ya- 2 X:. Fi(z 2aX.. Fiy 2A. F'(z 2A 
Y% 4 


\uf ‘ Weise findet man für die Coeffieienten a, b, e und in ganz eni- 


0. 
Ii1/% 
ill GIOHSt 


spreehender für die übrieen die Werthe: 





| 
F' Ä N hi / F’ 
a . dd nn ( —ie 
| ZyF(a z, 2zYF(z,,y.,2 2yYF(a z 
I} 
F' F'( | 5 
f (l, = . b; mm z—u . Ci 2 — — 
2yF Y;,2 < ] Eh zyF(z,y,2 
Y 
j j i 
! 4 ! f j f [ 
di b ze ( 
zy1 2YF(z,,y,,2 2YF(z,,Y,,2 


. ı]° 1 . x . ‘ N \ r Be - _® gr f nn 
Bekanntlich stellen die Gleichunsen X = 0. Y=OV. Z=V0 die Seiten des ı 

| hn: { 1 - Hmırl NDnrainri » 
keeelschnitle ı Und > sich selbst conjuglrien Dreiecks Vol 


| 
Lk 


Bezue anl die 


Wir beeinnen die Untersuchune mit dem Falle. wo die Wurzeln «. 


‘ n s g7°® ® 1} 
der Gleichung 2.) sämmtlich reell sind. 


- 


Die Funelionen A, Y, Z sind dann. weil die Grössen #2. Yu. 2 


I multiplieirt. und zwar müssen. 


u. 3. WW; reell sınd. reell oder in N | 
wenn die Gleichune A"-Y"--Z 0 eine reelle Curve repräsenliren soll. 


von den Funetionen A ’°. Z zwei dasselbe Zeichen haben. die drilte das 


enloeveneeselzte. Es sei Z’ diese letztere und damit festoesetzt. welche Wurzel 
der Gleichung \2.) unter 7 gemeint ist. In der (Gleiehune des zweilen Kevel- 
chnittes eX\ "+51 +72 =0 können wir noch festsetzen, dass y posiliv und 

sei. Wi 


lass dann von den beiden anderen Coelffieienten « der kleinere 


' . n . ] . I ) . 4; ' ER: FOR Buien us ü . 
man eich SIelii. KONNEN «a und ;> Nicdit gleichzeitige NnegaliV Sc. 
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Wir führen nun für die Curve A die Variable y ein durch die Gleichunge: 


/ sın(f. / COS 


Z L 


on 
Kor 


ınd für die Curve D die Variable w dureh die Gleichunsen 


I. el sın W el cos 


Hierdurch wird von jedem Punkte des Keeelschnittes A ein reeller W 





von g (bis auf ein Vielfaches von 27) bestimmt und umeekehrt. Jeder Punkt 
des Keeelschnittes P bestimmt ebenso einen. wenn aueh nieht immer re: 
Werth von w bis auf ein Vielfaches von 2a 

KEliminirt man Y zwischen den Gleichuneen der beiden Keselschnitte 
so erhält man für ihre Durchschnittspunkte: 


Qo D 
J ! 5 (£ ) 
‘ 


9. sin 4 j sın 


) 2 
) (X ) ) (X 


' I 


Fine Taneente an der Curve B im Punkte (ww) hat die Gleichung 


(£ X ° J) } 
! ( 
el — 7 sın l . 7 S 
r3 4 17 ‚ 


ınd für ihren Schnittpunkt mit A eilt daher: 


(X r . 
10. COSL COS W /’ — sıngpsın W 
’ 9 ) 


Löst man diese Gleichung in Bezug auf sing aul und selzt die beiden eı 
. y . » y ! IR | 2 'B ü 1] Sa ” N 
hallenen Werthe einander gleich, so findet man, dass in den Berührungspunkle: 


> 


. . 4 * ı, * 1 m_ . 4 r . 
von A mit den eemeinschafilichen Taneenten von A und B 


Par® & ’ 
11. sin?q 
ı B—a 
si. — Aus den Gleichunsen (9.) und /11.) ersieht man eleich. dass in dem 


jeizt behandelten Falle die Realität eines Schnitlpunktes oder einer gemein- 


{% . rg * - 1 un I» > . 4 
schaftlichen Tansente der beiden Keeelschniltle die Realität auch der übrıger 


nach sich zieht. 
Betrachtet man die nach den getroffenen Bestimmuugen überhaupl noch 
möglichen fünf Fälle für die Stellung von e, 9, y gegen einander und gegen 


Null mit Zuziehung der Gleichungen (9.) und (11.), so erhält man loigend: 


Unterscheidunsen : 
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alle Schnittpunkte alle gemeinschaftlichen Tangent: 
De »<.yz oder Oo<Zy<ae<Zß: imaginär, imaginär, 
e<0<ZP<Zy: imaginär. reell. 
e<0<y<P: reell. imaginär. 
0<ae<y<P: reell. reell. 


Wir werden diese Fälle gesondert untersuchen. 
$. 2. 
Wenn die beiden Curven sämmtliche Schnittpunkte und gemeinschaft- 
lichen Tangenten imaginär haben, so sahen wir, dass entweder 0 e<_P<_ 5 
oder O<_y- ep ist. Man erkennt jedoch leicht, dass bei der Lösung 
des Problems. welches den Gegenstand dieser Schrift bildet, das Erste sofor! 
auszuschliessen ist. Denn eine vom Punkte g=0 des Kegelschnittes A an 


BR seleete Tangente eäbe sonst einen Berührungspunkt. in welchem nach (10 


are cos | 5. also imaginär ist. In unserem Falle entsprechen aber nacl 


3 
S.\ allen reellen Punkten von D reelle Werthe von ı# und umsekehrt. Folelieh 


ist jene Tangente imaginär, d. h. A liegt ganz innerhalb von BD, und es is! 


daher ein Polvgon. welches der Curve A einbeschrieben, der Curve P 


umschrieben ist. a priori undenkbar. Wir werden deshalb nur den Fal 
) ‚ 2 >» in Betracht ziehen. 


l,eol man von einem Punkte P, des Keoelschnitties A eine Tanoenl: 
an den Keselschnili BD, welche mit A einen zweiten Schnittpunkt P, liefert. 
von P, eine Tangente, welche den Schnittpunkt P, giebt, u. s. f. bis zu P,. 


. 


so wird ein dem Kesoelsehnitt A einbeschriebenes. dem Keoelschnilt 3 umbe- 


schriebenes Polvgon von » Seiten entstanden sein. sobald P, mit P, zusammen- 
fällt. Wenn man jetzt die Werthe von g für die Punkte P,. P,. ... P, mil 
resp. Pos Pıs --- Q, In der \Weise bezeichnet. dass man unter den unendlieh 
vielen möglichen Wertihen von g, einen beliebige auswählt und von ihm aus 
continuirliceh zu 9. 5» ... 9, übergeht, so wird g beim Durchlaufen deı 
Peripherie von P, durch P,. P,. ... bis P, sich um so viele Vielfache von 


2’ verändert haben. als man vollständige Umläufe durch die Peripherie ge- 
macht hat. Nennen wir also m die Anzahl dieser Umläufe. so wird sein 
4 put mn. 


Nach (10.) ist nun. wenn (v) der Berührungspunkt der Tangente P,P, an B ist: 


+) . 2 @ Y N * * [44 Y 
12. C0S@,COSi’ SING, SI? | Bu | An COSp, cosy —-sınp, sınıy | . 
9 d Ä d 















— 











| 
| 
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Die in die Augen fallende Aechnlichkeit dieser Formeln mil denen. welch: 
für die Addition der elliptischen Integrale erster Gattune selten. führt leicht 


auf den Gedanken, dieselben hier einzuführen. In der That. setzt man 


Y @ 2: 
— c0osw0, — =1-#sin’w= I'(w, k). 
[7 [F 
ı 
so dass & reell und 
’ > 84 
k — 
[? ’ 


nosiliv und kleiner als die Einheit ist. so erhält man sofort zwischen 


, die einfachen Beziehungen: 


y hr dg f de dy 49 7 dy /‘ dg worte 
e Fi +/ j / 4 ri / 
/ Ag F Iy es Ay J ly J Ay E/ ly 


wo A und % voewisse eanze Zahlen sind. folelich: 
Pi dgy :ı dy 2 3 { "dg 
I) MI 3% ) 7 


Bezeichnen wir die obere Grenze rechts mit [ und setzen das Inlevral 


4 dy E 
/ Iy Fig 


pe f 
so ısl 


worin cos Ll = cos’o und ST = .fw ist. Denken wir uns nun die Tangenl 
P,P, am Kegelschnitt D eontinuirlich herumbeweet. so kommt sie. ohne ihr: 
Schnittpunkte mit A zu verlieren. nach einander in alle möglichen Lagı 
weiche eine Seite P,P,., des in Rede stehenden Polvgons haben kann 
kommt zwar, indem man die Tangente P,P, durch Wälzunge in die Lag: 
P,P,., bringt. im Allgemeinen nicht zu den Werthen von g, welche wir unter 
f, und ;,, verstehen, und zu denen man gelangt, indem man y von g, dureh 
Yı- Sa» ».- Pi bis Y, und Y;., zu- oder abnehmen lässt: allein die Viel- 
iachen von 27, um welche Y, und %,,, auf dem einen Wege zu klein oder 
zu gross herauskommen, sind dieselben und also Fig, —F(gy,.,) in beiden 
Fällen gleich. Demnach ist 
F(p9)—-F(y) = 2F(2). 

Selzt man hierin für 4 nach und nach die Werthe ©, 1... „—1) und addir! 
die so entstehenden Gleichungen, so erhält man: 


2nF E F Pu)” F(q F(o, iq + 2m:t 


3 u 
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oder. wenn man F{An) mit K bezeichnet: 
14. 2nF I + ImK 


ınd hieraus die eewünschte Bedineune: 


dr ‚ ) ’ ;* Y # m 2 (l (7 [43 
15 cos’ am(2—K. k . SamI2—Kk) -„ wo k 

_ \ J 2 

. it (I N ft J ) / 


Wie man sich ohne Schwieriskeit überzeuet. eiebt eine Zählung der Umläuf: 
nach enteereneeselzter Richtung zu der „erade gewählten die Anzahl der- 


oleich »—m. was jedoch in den Schlussformeln keinen Unterschie 


Bezeichnet man den zu 4 0 gehörigen Werth von y, mit g, 5 


erhält man aus 10.) foleende Relation: 


(FT 





; 4 , / / | ’ f a 
UO>S 1 rsın | .. | " also 3 
Fa 31 A 3 E 5 
i ; ‘ 
' 7 
{ 
1 Zu Mi y 2 | 3’ 0a 
l ® ı ) ’ f ‘ * . 174 er , d 4 4 0} ’ x ‘ 
ID sn =: — „ COSs«Q -- i jdq 
d 7 { y 7 ; y. _ 4 vi } s 7 a) 
’ d "o u ’ 4 £ J / 


wo man für ./g’ einen positiven Werth genommen hat. Setzt man in 13 
0. r', so folet: Fig 2F I) und aus (14.) daher: 4m KA=+»F 


N ve . Be 1; ... . . E 0% = R 
ur UA IX tl iil an (ill Li 4 } 1 Weiche ci Ti 





; 
3 





user 
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und man erkennt leicht. dass 


) a 3 - k”’ \ i 
= © = ı wo k=1-k, und E<d. 


Vergleicht man diese Formeln mit den unter (15.) vevebenen. so findet man: 


m 
cosam (2 — K,k) 
in von 
cosam (2 — Ks ) = —__ 
N hi f, % 
Jam? —K,k) 


und dureh Einsetzen von 


s'ı iq re l 
k” ‘ | 1 k cos f 
€ 


1 + — sın?ı 
0 i h? F 
u ne e- u , 

wenn man I IK mit # bezeichnet. die in der Theorie der elliptischen Func- 
lionen bekannte Formel: 

ik cosamlu. k 

(18.) cosam(k, u, ——) a 

| ki, Jam (u. k 


Es liegt nahe. dass man auch auf (17.) diese Bemerkung anwenden darf. dass 


also auch 
ay 


M x; 
cosam(4-.K,, k,) Re 
N 


Dla—y 
ay-+-Pl@a—y 


‘ 





Es verdient bemerkt zu werden. dass man die Variablen p und w im 


(Ganzen auf sechs Arten einführen kann, indem man X, Y, Z und damit «, 7. 


y in den Gleichungen (7.) und (S.) verschieden anordnet, und dass den sechs 


Permulationen von e, 9. Y 














0j3Y, ayYP>, P07 > PY% "P> 7 y7 84 
resp. die sechs Moduli 
N —a N —ıa ik ro. v—ß ik, a y ) B—y 
= u => .. | Tr De - — - er pe 
ET y—P’ k a—y' K& y—a’ k a—ß’ k H— 


entsprechen. Man kann daher für die Auflösung des behandelten Problems 
viele Formen herstellen. welche sich aber mit einander in Uebereinstimmung 
bringen lassen und auf diese Weise zu den Formeln führen müssen, welche 
in der Theorie der elliptischen Functionen für diese Moduln gegeben werden. 
Allerdings kann bei einer solchen Vertauschung die Grösse g complex werden. 
und die Untersuchung ist dann ohne Zweifel mit grösseren Schwierigkeiten 
verbunden; allein man wird an den $$. 6 und 7 sehen, dass die Resultate 
auch dann sich mit ebenso grosser Sicherheit erhalten lassen. 
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$. 3. 
Für zwei Kegelschnitte, bei denen die vier gemeinschaftlichen Tan- 


genten reell, die vier Schnittpunkte aber imaginär sind. fanden wir die Be- 


er 





dingung 
er : j Fe 
[04 Fu 0<P ee / . 


Wir werden für solche eine von der in $. 2. angewandten abweichende 
Schlussweise gebrauchen. bei welcher wir auch die Einführung imaginärer 


(‚(rössen vermeiden. welche das Gleichsetzen von Yz (welches >> I ist) mil 
P | 

einem Cosinus zur Folge haben würde. 

Es seien wieder (y,) und (g,) die Endpunkte einer Sehne der Curve 


4r 


4, welche die Curve BD im Punkte (17) berührt; dann führen die Relationen 





(dt YV (x Y 
» N » N ty “2 f 1 ir - / » = » N 1 7 “7 ‚ .— f 
C0OSYy „COS 17 -SIny sn ı/ | nr A ] gg;  osyıcosyrsing siny | 7 | r 


zu den Dilferentialgleichungen: 
dıy dg, Er dıy 
?4,  — Y-Rsin’yv Yl—k’sinpg  — yl—ksin’w 





4- 








— 0 
> 


indem man wieder die (diesmal negalive) Grösse 


x 
2 B— u 
ser Zt: Sehe, Sa hi 
En ß 7 P- Y 

(} 


selzi (die Quadratwurzeln sind reell und mögen positiv genommen werden). 


und man erhält somit zwischen 4, und g, die Relation: 


a 


Ip, Iy, 
In dieser Beziehung ist hier immer das Zeichen — zu nehmen; denn eine ein- 
fache Betrachtung lehrt. dass man jede die Curve A schneidende Tangente 
von B in eine Lage. wo sie auch Tangente an A ist, so hineinbewegen kann. 
dass ihre Schnittpunkte mit A fortwährend reell sind. und dass dabei die 
Punkte (g,) und (y,) von verschiedenen Seiten an den Berührungspunkt jener 


Lage heranrücken, d. h. dass g, mit wachsendem %, abnimmt und umgekehrt. 


de . * E| . . v . “ . 

also FE negativ ist. Es bleibt demnach noch die Constante in der Gleichune 
lt ” 

i 


1 


19.) Fig)+F(gı) = Const. 


zu bestimmen. 


” 
3 
4 
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Zu diesem Zwecke erinnere man sich daran. dass die Werthe von Y 
in den Berührungspunkten T,. T,. 7,. T, der gemeinschaftlichen Tanventen 
(welche die Curve B resp. in O,. %. ©. ©, berühren mögen) mit A der 
Gleichung 

2? a B—r 
sin’« | 
a Fur 


genügen müssen. und dass wir sie demnach mit resp. 


bezeichnen dürfen, wo wir £ zwischen O und !7 wählen. Es ist nun im vor- 
liegenden Falle zweckmässig, die Variable g im Kegelschnitt A auf dem Wege 
T,T,T,T,T, von t bis +27 zu zählen. Bezeichnet man dann die Schniltt- 
punkte der Geraden X=0 und Y=0 mit der Curve A durch resp. D,. D,; 
und D,. D,. so ist in den Punkten D,. D,, D,. D, y =resp. 2r, In, ır. 


- 


und die Aufeinanderfolge der Punkte ist demnach D,T,D,T,D,T,D,T. 


> 


_ 


Nunmehr unterscheiden wir unter den die Curve DB tangirenden Se- 
kanten A von zwei Arten. 

1. Es sei die (y,) und (gy,) verbindende Tangente von’ D so geleren. 
dass sie nach und nach. indem sie Tangente von PB bleibt. in die Lage der 
semeinschaftllichen Tangente T,©, gebracht werden kann. ohne indess die 
Realität ihrer Schnittpunkte mit A zu verlieren. Da in diesem Falle die Tan- 
sente T,©, selbst als eine besondere Lage betrachtet werden kann. für welche 
9,=t. Yı=1+?2n ist, so erhalten wir aus (19.) die Formel: 

(20.) Fip)+ Fiyi, 2F)-+AK. 
Eine solche Tangente von B muss noch ein zweites Mal. ohne dass g, und g, 
durch imaginäre Werthe hindurchgehen, in die Lage einer gemeinschaftlichen 
Tangente übergeführt werden können. und da die Gleichung (20.) dureh 
M=Yı=n+t erfüllt wird, so ist dies die Tangente T,@,. Es folgt hier- 
aus. dass die hierher gehörigen Linien sämmtlich den nicht durch ©, und ©, 
gehenden Bogen 9,9, des Kegelschnitts D berühren und dass von ihren Schnitt- 
auf 


punkten mit A der eine immer auf dem Bogen T,T,T,. der andere 
T,T,T; liegt. 

2. Wenn die B berührende Linie (y,.Y,) in die Lage der T,0, so 
bewegt werden kann, dass dabei y, und , ununterbrochen reell bleiben, so 
schliessen wir aus der Analogie mit dem vorigen Falle, dass die Tangente 


auf der andern Seite in T,9, übergehen, stets den nicht durch ©, und ©, 
i8* 
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sehenden Bogen 9, 9, berühren und einen Punkt auf T,T,T,. einen auf T,T,T, 
haben wird. Aber es ist hier nölhig, zwei Unterabtheilungen zu trennen. 
Wenn nämlich beide Punkte (9). (yı) auf dem Bogen T,D,;,T, liegen, so 
muss zwischen 9, und , eine Beziehung stattfinden, welche durch = Yı = 
ı—t erfüllt wird. also folgende: 

21.) -F(y)—-F(yı) = ? Fit) AK. 
Wenn dagegen der eine jener beiden Punkte auf T,D,T, liegt. so besteht 


offenbar die Relation 


AV \ v/ \ ny \ _. ÖL \ 4 
(22.) -F(g)-F(yı) = ?Fit)—SK, 
welcher man durch 9, =Y,=27—t genügt. — Man ersiehl leicht aus diesen 


Resultaten. dass durch jeden Punkt von A zwei Tangenlen an 5 gelegt werden 
können. von denen die eine zu (20.), die andere zu (21.) oder (22.) gehört. 

Es sei nun ein »-Eck vorhanden, welches dem Kegelschnitt A ein- 
beschrieben. dem Kegelschnitt 3 umbeschrieben ist, und %. 1» --- Y,_ı» = 
der Reihe nach die Werthe von g (in dem angegebenen Sinne gewählt) in 
seinen Ecken. Wir können annehmen, dass die erste Seite (y,.%y,) zu der 
ersten der beiden hier zu unterscheidenden Arten gehört; dann ist klar, dass 
fi, Q.) zur zweiten, (>, g) zur ersten u. Ss. w.. (P,_1, f„) endlich zur 
zweiten gehört. Die Seitenzahl » kann also nur gerade sein. Mit &,; be- 
zeichnen wir eine Grösse, welche =1 oder =0Ö sein soll. jenachdem die 
27)" Polvygonseite den Kegelschnitt A auf T,D,T, schneidet oder nicht, und 
mit »» die Anzahl derjenigen unter diesen Grössen, welche =1 sind. d.h. 
die Anzahl der auf dem Bogen T,D,T, liegenden Polygonecken. (Auf dem 
Bogen T,D;,T, liegen also 42»—m Ecken.) Dann folgt aus den Formeln (20... 
(21.), (22.): 


+F(yg) +F(y) = ?RFit)+AK, 
-F(y) -F(g.) = ?RF(t)—AK—AsK, 
-F(g) +F(p) = RF(t)+AK, 
—F(g;) —-F(yg,) = RF(t)—4K—4e,K, 


+F(Q,_)+ FM) = ?F(it)+AK, 
—Fiy,_)-F(y) = ?F(t)—4K—4e,K. 
und wenn man diese Gleichungen addirt: 
0 = AnFt)—-4mh 
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oder 
FIR ee 
Fit) = 2—K. 
ah H 


Die gewünschte Bedingung ist also: 


FR Au a Mm P \ “X je) ei ) 17 
(23.) sin am(2 —KÄ, hi ) — ——, wo k - 
\ / vn vr D—u P—}3 


Die eben gefundene Bedingung, welche von der Bedingung (15.) ver- 
schieden ist. giebt uns zu ähnlichen Bemerkungen Veranlassung. wie diese. 

Wir machen zuvörderst darauf aufmerksam. dass die von D, aus- 
oehenden Tangenten an BD die Curve A zum zweiten Male in Punkten (y 


schneiden. für welche nach /16. 


cos Pe 
- - n r 
/ Pr I @ B u Y 


ist. Auf eine dieser Tangenten lässt sich die Formel (20.) anwenden. so dass 


F(21)+F(p)=2F(t)+4K oder F(y' 2Fit 


also 
e In , 
Fio' ı—K 
‚ n 
und mithin 
_ ) ) 
j MM Ay—alP—y 
(24. cosam (4 —K, k) a — 
N PY Ta pP) 
ist. — ein Resultat. welches mit dem für den ersten Fall unter (17.) veve- 


benen übereinstimmt. 
Will man die Formel (23.) der für den ersten Fall gegebenen ähnlicher 


darstellen. so kann man sie leicht auf die Form 
> ‘ In r _, on, i 7 
cos’ am(2 7 K-+-K-+iK,. k) z 


bringen, zu welcher man natürlich auch muss direet gelangen können. Was 
am Ende von $.2 über die verschiedenen möglichen Wege gesagt ist. gill 
auch hier. Was den in diesem $ eingeschlagenen Weg betrifft, so hälte der- 


selbe keiner Aenderung bedurfi. wenn man g und w durch die Gleichungen 


respective 








’ z sin « ’ A cos und ß sin y id Ä 
a > ) r —=C E RE, r — S Pr we; u y IS I 
Z >. 4 172 X ie 


eingeführt hätte; es hätte nur unter m die Anzahl der auf dem Bogen T,D;T, 
liegenden Polygonecken verstanden werden müssen. Es folgt hieraus, dass 
man in der erhaltenen Bedingung « mit 7 vertauschen darf, sobald man in m 
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statt m setzt. Dies führt zu folgendem Resultate: 

















2 -  gMyr a — Mm; \ ay— Pla —y 
sinam(Kn—2-K.hk,)=- ’,  cosam Ku m k.,) = — ‚uee „a ven £ ; 
\ n yva—f n | ay+Pß(a—y) 
Wo 
7 G@ — 3 e- 
u = —- <<) 
a 4 
. f ») k’ ” > . « . 
isi. Da aber u = — und Ä,=4,K ist. so gelangt man zu der Gleichung 


k . 


u ; m m 3 5 ar 
sin’am(k, K-2 —kK, ——) — cos‘ am(2 — K, k). 
\ n ge: aaa, 


| ) ’ y : 2 a > 
so dass sich auf diesem Wege, wenn man (18.) berücksichtigt und A-2 — K=u 
i [Zi 
setzt. die bekannte Formel 
k, sinam (u, k, 


cosam(K—u,k) = -— — —-——— 
. 0: Jam (u, k) 


bestätigt findet. Diese Formel erlaubt uns auch. unsere Bedingung in folgende 
umzugestalten: 


u Fa u BE 
sin’am(K— 2 K,k) = —.—, 
u, 


/ Pa 
welche übrigens unmittelbar abgeleitet werden kann, wenn man beachtet. dass 
die in den Durchschnittspunkten der Geraden Z=0 mit dem Kegelschnitt 5 
an letzteren gelegten Tangenten den Kegelschnitt A in Punkten schneiden. 


für welche 


: | 3 
25. sin’« ee 
. F B— [64 
ist. Wenn nämlich die Funelionen X, Y, Z im Berührungspunkte einer 


Tangente an B die Werthe X’, Y', Z’ und in einem ihrer Schnitpunkte mit 
{ die Werthe X”, Y”, Z” haben. so bestehen die Gleichungen 


eK X" +PYY'+7Z2'Z2"=0, aX"+PY"”"+4,Z°=0, X’ "HZ" =0 





- 


Da hier Z’=0 ist, so findet man: X'ya— 9 =Z"yP u. s. w.) Auch in der 


neuen (reslalt muss die Bedingung die Eigenschaft haben. dass man in ihr «. 





7. m vertauschen darf resp. mit 9, e, 42—m. so dass man auch hat: 


. ) / IN r i (Le 
sin am(2 — K,.k,) = 
u“ ) a— 





Durch Betrachtung des für die Formel (23.) gegebenen Beweises überzeug! 
man sich aber leicht, dass der Bogen T,D,T, gerade m und T,D,T, desshal) 


in—m Polygonecken enthalten muss; denn die Vertauschung von D, mit D,; 
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kommt auf die von Y mit —Y hinaus. Wenn man also die Zahl » einfach 
als die Anzahl der zwischen irgend zwei aulfeinanderfolgenden Punkten T\. 
T,. T;. T, liegenden Polygonecken definirt. so ist die zu erfüllende Bedin- 
sung offenbar: 

2 v] \ eo} 


ala? "m u P I\.2 am. 
sin am -K 6) — sin’am Ei 
‚sin“i u a art ec Ku. hu, 0: 


$. 4. 

Ganz analog der eben beendeten lässt sich die Untersuchung zweier 
Kegelschnitte führen, bei denen die vier Schnittpunkte reell, die vier gemein- 
schaftlichen Tangenten aber imaginär sind. 

In den Gleichungen der beiden Kegelschnitte 


A)... A+Y+Z2°=0, (B)..eX’+PY- yZ=V0 


findet diesmals die Bedingung 
a< 0 < u I 
statt. und wenn wir daher für den ersten die Variable y durch die Gleichungen 
‚X u: 
4 —=SIMY, / Y — COSY 


und für den zweiten ı» durch die Gleichungen 
v2 
} 


u , 
! | ——— sınıw, 2 - 
fe) } f? 


= COSW 


einführen, so ist für die reellen Punkte des Kegelschnittes D reell. Da die 


Werthe von w in den Schnittpunkten der beiden Curven $,. 8,;. S;. S,. wie 


man aus (9.) findel, der Gleichung 


u ’ 77 Ey ie) 
mu = —-——. 
3 ya @ 


genügen müssen, so können wir dieselben mit s, 7—s, 71+s, 217—s bezeichnen. 


indem wir O<Zs<Z 4. wählen. In jedem Punkte der Curve BD wollen win 


ferner immer denjenigen Werth von ır wählen, welcher zwischen s und 
2n-+s liegt, so dass die Werthe auf dem Wege 8,8,8,8,8, von s bis 27 +-s 
wachsen. Endlich seien D,,. D, die Durchschnittspunkte der Geraden X 0 
und D,, D, die der Geraden Z=0 mit der Curve B, und mithin in D,. D;. 
D;, D, die Werthe von ı respeclive 2, = 3 wo die Aufeinanderfolge 


Auer 


demnach D,S,D;S,D,S,D,S,. 
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In dem jetzt behandelten Falle ist offenbar der Werth von in einem 
Punkte P von A mit den Werthen y,, w, von w in den Berührungspunkten 
der von P nach B gehenden Tangenten durch die Gleichungen 


. . a BB . . / & ß 
cos g cost sinpsinyay — =, C08p cosy, +singsiny, = | 
Y 2 


27 
‘ 





verbunden. aus welchen sich die Differentialgleichung 


dıy dıy, 











26. ) —— + u —— - 0 
yi—4A’sın’w, yi—Asın'w, 
eroiebt. in welcher 
164 
RE 
= E-=° ee < 
ß > 
/ 
ist und für die Quadratwurzeln die positiven Werthe genommen werden mögen. 


Man kann sich aber den Punkt ? bis an einen Schnittpunkt von A und B so 


heranbewegt denken, dass das von ihm ausgehende Tangentenpaar an B ohne 
Unterbrechung reell bleibt, und dann erkennt man. dass die beiden Berührungs- 
punkte sich jenem Schnittpunkte von verschiedenen Seiten nähern, dass also 


v, abnimmt. wenn v, zunimmt. Wir müssen mithin aus 26.) schliessen: 


F, ( un, - F, ( w, ) - Const. . 


/ / TEE. ZEE pen F\, E77 
y1—4’sın w 


(0) 


indem wir das Inteeral 





selzen. und es handelt sich nun darum. den Werth der Constanten zu er- 
mitteln. Dies geschieht auf ganz entsprechende Weise. wie in 8.3 beim 
Il. Falle, und wir können uns darauf beschränken. das Resultat anzugeben. 

I. Wenn der Punkt P? sich auf dem Kegelschnitt A bis zum Schnitt- 
punkte S, der beiden Kegelschnitte bewegen kann, während die beiden von 
ihm bestimmten Werthe v.,. w, reell bleiben. so ist die zwischen w, und vw, 
bestehende Relation foleende: 

F(w)+F(w) = 2F(s)+4L, 

wo L=F, (tn). und es gehören hierher alle Punkte ? des die Punkte 8, und 
S, nicht enthaltenden Bogens 8,8, der Curve A. Von den Punkten \w 
und \w,) lieet immer der eine auf S,S;S,. der andere auf 8,8,S;. 
2. Wenn der Punkt P auf dem die Punkte 8, und 8, nicht enthaltenden 


 . 


Bogen 8,8, der Curve A liegt. so befindet sich von den Punkten (w,). (w, 
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der eine auf S,S,S,. der andere auf S,S,S,. und es ist 
— F,(w,)-F,(w) = 2F,(s)—AL, 

wenn die Punkte (,) und (w,) beide auf S,D,S, lieven, dareven 
-F', (y)—F, vw.) = RF,(s)—SL, 

wenn einer derselben auf S,D,S, liest. 

Wenn daher dem Kegelschnitt A ein Vieleck. dessen Seitenzahl 
verade sein muss. einbeschrieben und dem Keselschnitt BD umbeschrieben ist. 
und m» Seiten desselben den Bogen S,D,S, berühren. so zeiet eine wie in 
$.3 zu führende Schlussweise, dass die zu erfüllende Bedingung ist: 


[} 2 4 u & 
-„. wo 4% 
3 


9 PU a 0 
sin am(2 —L, ) — — 
n / 7 & 


s 


|» 
ie“ 


Es schliessen sich hieran einige Bemerkungen, die wir nur in Kürze angeben 
wollen, weil sie denen in $. 3. entsprechen. Es gelten nämlich unter andern 


auch die Formeln: 


m , ‚a(#—y N u ; y 
COS am(4 = „i)= Ph hd £ M sin’ am(1, —3—L, i) = _ 
28 











ABr—a(ld— 7) <a 
A m i ‚_a—ß m «a8 — y(a— 
sin’am (1, — 2 —L,. 1) — 5 . cosam (4 I? BE 6 PERENR.. —z, 
n PP a—y n / aa--yla— 
a ie ii, & 
sin’am(2 —L.. 1.) — = 
7 u — Y 


in welchen 








2 re ii —_ — I I . do 
> u mn — “92 ee. 4) - TE ni mo - 
il a h, “ y1—A’sın'y 


ist. Den Bogen S;D,S;, berühren m, die Bogen $,D,S, und 8, D,S, je In —m 
Seiten des Polygons. Wenn man daher m als die Anzahl der zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Punkten S,,. S;. S;, S, liegenden Berührungspunkte ein- 


führt. so kann man die gewünschte Bedingung in folgender Form geben: 





og m 4 n m 2 a) 
sin’am (2-7 L, ER 'sin’am (2 — Ly, A) — — r = 
| n y—a n a —y 
$. 9. 
Wenn die beiden Kegelschnitte A und B eier reelle Schnittpunkte und 
l 
vier reelle gemeinschaftliche Tangenten haben, so besteht nach $. I. die Be- 


ziehung 

zZ a <y<P,. 
Wir führen hier für die Punkte von A und B die Variablen y und w wieder. 
19 
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wie im I. und II. Falle, durch die Gleichungen (7.) und (8.) ein, so dass für 
reelle Punkte % und w reell bestimmt sind, und umgekehrt. Die beiden 
Geraden X=0 und Y=0O schneiden beide Curven in reellen Punkten (welche 
respeelive D,, D, und D,, D, auf A sein mögen), Z=0 beide in imaginären. 
In den Punkten D,, D, ist cosp=0, sing= +1 und in den Berührungs- 


























/ 
/ 


. r /. RE 0 4 
punkten der von ihnen an BD gelegten Tangenten nach (10.) y = are sin Vz: 
7 l & 





also imaginär; die Punkte D,, D, liegen also innerhalb des Kegelschniltes 5. 
Dagegen liegen die Punkte D,. D;,, in welchen sing=0, cosy=+l ist. 
ausserhalb dieser Curve. Hierdurch sind die Linien X=0. Y=0 unter- 


schieden. — In den Schnittpunkten S,, 8;, S;. S, der beiden Curven ist 
v ar 
. > ur. 
sing = ——., 
f P— u 


und es seien die zugehörigen Werthe von p:s, n—s, n+s, 2rn—s, Wo 








0<Zs<Z 47. In den Berührungspunkten T,, T;,, T;. T, von A mit den ge- 
meinschaftlichen Tangenten (welche B in ©,, ©,, ©, ©, berühren mögen) is! 
‘. Ü E 
sing = — En ’ 
’ P—a ; 


woraus sich die Werthe £, a —t, n-+-t, 2 —t ergeben mögen, wo 0 <t<Z In 
se. Da t<s, so ist auf A die Reihenfolge der bezeichneten Punkte 
D,T,S,D,S,T,D,T,S,D,S,T,D,. Da überhaupt nur von Punkten der Bogen 
S,T,D,T,S, und &T,D,T,S, Tangenten an DB gehen, so werden offenbar. 
wenn man, von einem Punkte des einen dieser Bogen ausgehend, ein Polygon 
der gewünschten Art zu bilden sucht, die Ecken stets auf diesem Bogen und 
die Berührungspunkte auf 9,8,8,0, oder auf 0,8,8,0, liegen. Es genügt, 
den einen dieser Bogen, z.B. S,D,S, zu betrachten. Indem dann nur Punkte 
dieses Bogens vorkommen, wollen wir auf demselben 9 von 2rn—s bis 27-+s 
zählen. Um bald alle zur Untersuchung nöthigen Punkte hineinzuziehen, legen 
wir in 8, und S, Tangenten an BD, welche A zum zweiten Male in ®&, und 
>, schneiden mögen, und bezeichnen die zu &, und >, gehörigen Werthe 
von y (in dem angegebenen Sinne gewählt) mit o, und o,. Ferner lässt sich 
leicht zeigen, dass zwischen S, und S, ein Schnittpunkt von D mit der Geraden 
X=0 liegt, für den siny=0, und wenn wir in diesem eine Tangente an 





B ziehen, so schneidet sie A in zwei Punkten, in welchen 9=2n+w und 27—w 


. Y n Be “ 
ist. wenn cos’w = 7 und O0 <w<<Z4r, und welche wegen 17 Bag et 













P— u 1:5 





auf D,T,S, und D,T,S, liegen. Endlich ziehe man von D, aus zwei Tan- F 








e re 
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genlen an DB; diese schneiden A auf D,T,S, und D,T,S, in zwei Punkten. 
in welchen =27+g und 27-9’ (0 <g'< ia) sei, wo g' aus (16.) ge- 
funden wird. 

Es seien jetzt (y,) und (g,) die (auf S,D,S, liegenden Endpunkte 
einer Sehne von A, welche B (auf 9,8,8,0,) in () berührt. Dann findet 


man durch Eliminalion von zwischen den Gleichungen (12.) die Differential- 





oleichung 
a7) I 
dp, Ra y1- ksin’g, 
worin k" = -— > 1 ist. Man sieht, dass sins = - ist. wenn man 7 posilix 
j [ 
nimmt. Da nun auf dem Bogen S,D,S, stets 27—s <gy <_ 27--s isl. so hal 





man: sing <-sin’s, also Yl—Asin’gp reell, und wir setzen fest, dass die 


Wurzel positiv genommen werde. Es ist dann in (27.) + oder — zu nehmen. 
je nachdem in der betreffenden Lage , mit g, gleichzeitig wachsen würde 
oder nicht. Die Bestimmung dieses Zeichens erfordert diesmal eine dreifache 
Trennung. 

1. Die Sehne (y,, %,) gehöre zu denen, welche den Bogen 9,8, von 
B berühren. Denkt man sich eine Tangente von B von der Lage 9,7, aus 
so bewegt. dass sie unausgeseizt A in reellen Punkten schneidet, so siehl 
man. dass, während der eine Schnittpunkt (y,) von T, bis $S, geht, der an- 
dere (y,) sich von T, bis &,. d. h. nach entgegengeselzter Richtung bewegt. 


Folglich ist für diesen Fall 








dp, dp, 
Y1— h’sin’g, Y1—k’sin’gp, 
Lässt man nun die Tangente (Y,, Y,) sich bis in die Lage 8,, bewegen, so lin- 
4 a de A A 
det man durch Summirung der Werthe von — ft ___ und der Werthe von 


y1—k’sin’g, 


dy 
ni die Integralgleichung 


#* dp öe fr dp ale? 
I Ve Reno 


277+5s o, 








1—k’sin’p, 








Wir addiren nun auf beiden Seiten die Grösse 


a dp f" dgy 
YI—Rsin’p yI—- King 


0 0 











hinzu. in welcher die Quadratwurzel reelle und rein imaginäre Werthe an- 
i#* 
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nimmt, und setzen dabei fest, dass man die reellen Werthe positiv. bei den 
imaginären den Factor von i positiv nehme. Wenn wir in diesem Sinne 
das (geradlinig zu nehmende) Integral von 0 bis g mit F{y) bezeichnen. so 
erhalten wir: 

28) Fi)+F(gyi) = F(o)+F(s)+AK, 


’/ı 


wo wieder K = F(In) ist. 

2. Die Linie (g,. %,) berühre den Bogen S,S, von B, und es sei 
fs > 4%, d.h. Punkt (g,) komme auf dem Wege S,D,S, früher als g,) 
Die Betrachtung ist ähnlich der vorigen; wir denken uns, um alle hierher ge- 
hörigen Lagen zu finden. eine Tangente von 5 von der Lage S,>, am Bogen 
S,S, von B bis zur Lage >,S, bewegt, wobei wir erkennen, dass (g,) von 
S, bis &,. (y,) von I, bis S, geht, also beide in derselben Richtung, mithin 











de ee 23 rn Zis ı j 
positiv ist. Wir haben daher in (27.) das Zeichen — zu nehmen. und 
(dp 

1 / \ . D 7 * . 
wenn wir die Tangente (Y,.%,) in die Lage S,>, bewegen. so ergiehbt die 

a ; dg, de 
Addition aller Werthe von —— Eieessn) und A —: 
yil—ksin’p, yl—ksin’gp, 














Sn = ( —H 
I I Ve Peaie 


27 
also nach Addition von F(27—+s)+ F(o,) auf beiden Seiten: 
29.) —-Flga)+F(g) = F(o)—-F(s)—A4K. 
3. Wenn der Berührungspunkt von (y,.y,) auf S,0, liegt. so ver- 
verhält sich die Sache ganz analog, wie bei der ersten Art. Es ist diesmal 
Fiy)+Fiyı) = F(o,)—F(s)+4K. 
Aber da S,S, zur zweiten Art gerechnet werden kann, so ist nach (29. 
— F(o,)+F(?2a—s)=F(o)—-F(s)—4K oder F(o)=8SK-F(ia,): 
also gilt für die dritte Art die Formel: 
(30.) —F(g,)-Fiyp) = Fio)+F(is)—12K. 
Wir stellen uns gleich einige Beziehungen zwischen o,. f, ® und %' her. 
von denen wir später Gebrauch machen werden. Erstlich muss. da T,©, zur 
ersten Art gehört, die Gleichung (28.) durch ,=y,=27-+t erfüllt werden. also 


(81.) Flo) = ? Fi —-Fis’)+4K 


\ 


- 


sein. Ferner muss (29.) durch „=27-+», 9, =27—w befriedigt werden, so dass 


32.) F(o)=—2F(w)+F(s)+4K und F(o)+F(Ü=F(s). 
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Endlich muss das Werthepaar y,=27+4', y, =2n entweder der Gleichung 
(28.) oder (29.) genügen; es ist demnach 
33.) entweder F(o,) = F(y')— F(s)+AK oder F(o, F(y')+F(s)+4MW. 
Wenn im vorliegenden Falle von einem Punkte (,) auf A aus zwei 
Tangenten (Yu, %ı) und (,.g,) an B gezogen werden. so lehrt die Gleiehune 
(28.). dass die zweite Tangente nur von der zweiten oder dritten Art sein 
kann. wenn die erste von der ersten Art ist. Ist sie von der zweiten Art. 
so ist 9, > Y:. Denn wäre 9, <_ fı, so hätte man: 


Fiy)+F(yp)=Flo)+F(s)+4K, —F(p)-+F(p) = F(o)—F(s Ih. 


folglich nach Subtraction: F(y,)+F(g;) = 2F(27+-s). oder: 
F / EL. 28 | +/ a dy u | 2/ dy N 
an; VA—K’sin’g u VI Ar  Vi-ksin’g 

Es ist aber 2r —s < gg, <2n+s und 27 —s: p<_2n+s. Zugleich ergiebt 


sich, dass sich an die Tangente (Y,. Y,). wenn sie von der zweiten Art ist. 
nur eine Tangente (y,,.Y,) von der zweiten oder dritten Art anschliessen 
kann. Ist (gs, y,) von der zweiten Art, so überzeugt man sich leicht, dass 
(>, sein muss; denn mit Hülfe von (29.) ergäbe sich sonst: Fo, F(;). 
Endlich muss aber jedenfalls eine Tangente der dritten Art foleen. Ist diese 
Y;_1»f,),. so kann die sich anschliessende Tangente (f;,f;,,) nur von der 
ersten oder zweiten Art sein, wie man aus (30.) entnimmt. Ist sie von der 
zweiten Art, so ist $,,1 > 9Y,, u.8s.w. Es muss jedenfalls eine Tangente 
der ersten Art wieder auftreten. und für diese gilt wieder dasselbe, wie für 
fo» ı)- Die Art also, wie die Tangenten aufeinanderfolgen. ist bei der 
gegenwärlig behandelten Lage der Kegelschnitte wesentlich von denjenigen 
verschieden, welche bisher vorkamen. Wenn wir nämlich von einer Tan- 
gente der ersten Art ausgehen, so muss entweder unmittelbar oder nach Ein- 
schiebung von einer ojer mehreren Tangenten zweiter Art eine Tangente 
dritter Art und auf diese entweder unmittelbar oder nach Einschiebung von 
Tangenten zweiter Art eine Tangente erster Art folgen, u. s. w. Soll sich 
also ein geschlossenes Polygon ergeben, welches dem Kegelschnilt I einbe- 
schrieben und B umbeschrieben ist, so wird schliesslich eine Tangente drilter 
Art kommen müssen, welche sich unmittelbar an die Ausgangstangente erster 
Art anschliesst oder von ihr durch Tangenten zweiter Art getrennt ist. Wir 
wollen nun von einer Tangente (Y,. Y,) der ersten Art ausgehen bis zu einer 


anderen Tangente (Y,,%.,.) erster Art, welche aber nicht die nächste zu sein 
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braucht, für jede Tangente je nach der Lage die Grössen bilden. welche auf 
den linken Seiten der Formeln (28.), (29.). (30.) vorkommen, und alle diese 
Grössen addiren. Gehen wir erst bis zur nächsten Tangente dritter Art in- 
clusive, so haben wir als Summe 
entweder {F(y)+F(y)!+I-F(y)—F(g;)! 
oder FH FAR FG) HF pP}. 
jienachdem die Tangente dritter Art unmittelbar folgt oder nicht, erhalten also 
[für die Summe jedenfalls die Form +F(y,)—F(g,). Gehen wir weiter bis 
zur nächsten Tangente erster Art incl., so ergiebt sich die Summe 
entweder {F(g)—F(yı)!+ {F(y,) SEHR = 

oder {Fy)-F(p.)H1F (po )F (pa HF (pa) -F (pa) Hl Fo )+F(g))- 
so dass die Summe jedenfalls die Form ERRNEERR annimmt, d. h. die- 
selbe Form, wie wenn (u, %,) eine Tangente erster Art wäre, und man er- 
iiennt daraus sogleich, dass man, wenn man bis zur Tangente (y,,Y,.,) ein- 
schliesslich addirt, die Summe F(g,)+F(Y,;.) erhält, folglich, wenn man diese 
Tangente nicht mehr hinzunimmt, die Summe F(g,)—F(q.): 

Wenn daher ein »-Eck möglich ist, welches in den Kegelschnitt A 
und um den Kegelschnitt 5 beschrieben ist, und welches vom Punkte (4) 
aus gebildet ist. so wird. wenn man für die einzelnen darin vorkommenden 
Tangenten die Beziehungen resp. (28.), (29.), (30.) aufstellt und alle so er- 
haltenen Gleichungen addirt, auf der linken Seite sich die Summe F(y,)—F(y,)- 
also Null ergeben. und auf der rechten, wenn m die Anzahl der den Bogen 
4,5, oder 9,8, und in Folge dessen a—2m die Anzahl der den Bogen S,8, 
von BD berührenden Polygonseiten ist, also auch m-Ecken auf dem Bogen 
S,T, und ebensoviel auf S,T, liegen: 
m{F(o)+F(s)+4K}+(n— 2m) |F(o)—F(s)—AK\-+m{F(o,)+F(s)—12K}. 


Indem man nun diesen Ausdruck der Null « gleich setzt, findet man: 
F(o,) = ce —F(s) +F(s)+4K. 


Entfernt man hieraus o, mittelst der REN (31.), (32.). (33.),. so erhält 
man folgende Formeln: 


m m 


—F(s), F(g)--4—F(s)+2F(s) oder - 4—F(s), 


u; i A 
Aber wenn man beachtet, dass sins = —- ist, und die über das Vorzeichen 


F(t)=F(s)-2 —F(8). F|w)=2 — 
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der in den Integralen vorkommenden Quadratwurzel vetroffene Bestimmmno 
berücksichtigt, so sieht man, dass 


TR WE a dep ya lı Br 
F(s) / 7 ——f : pr aa 5 K-+:iK, 


2 Il—k’sin’y -k’sin 777 
ist. sobald man in dem Inteerale 


2 3 dep 
el u, 


yi—k°: sın" g 





die posiliven Werthe der Wurzel nimmt. Die eesuchte Bedinsune kann man 


demnach unter einer der Formen 








ca 2m a B—; m m 
sin’am(— (K +iK)). k) = = —- # cos’am (2 (K- iK,). k) L 
nt Et Bi 7 fe) 
en, Br — a(ß—y) , B—a 
cosam(4 — (K-+iK,), E En u Eee 
N Ä Sy La(ß 7) 57 
angeben, da cosam (—a-+2F(s), k) = cosam(uw, k) ist. (Dieses Resultat stimmi 
. a I _. . . ık 1 r 
mit der Formel cosam (A For = — —l —— überein.) 


k cosamu 
Es ist klar, dass dieselbe Bedingung auch für ein Polygon heraus- 


kommt. dessen Ecken auf dem Bogen 8, D,S, lieren. 
Diesen Formeln vorzuziehen sind die folgenden, welche man aus ihnen 


leieht ableitet: 














m a m ad—r(3—a N in ; 
cos” an(2—M, 1 =—, cosam(4" M, u )= ee ei 
P n ad-+y ( Ir} a) 3—a 
m a m av— P(v— 0) y) 
costam (2. N, 4 u) = —, cosam(4_M,. u )= Seesen WE Bir Tas 
y" n | ay+P(y—e) y—ü 
Man hat hier 
3 dy y dep 
/ PER. — M, BEE. SEE _— M 
4 yl—u'sın'g r Yl—u;sin’g 
gesetzt, und es ist 
e -— u’ —— 
u, = 1a M,=Myl—-uw, 0<w.“<I1l, W<O. 


$. 6. 
Nachdem wir die Untersuchung des Falles, wo die Gleichung (2.) nuı 
reelle Wurzeln hat, abgeschlossen haben, bleibt noch derjenige übrig, in 
welchem eine derselben reell und zwei imaginär sind. 
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Wir wollen in diesem Falle unter 7 die reelle Wurzel verstehen und 
können dann 

e=p+gi, P=p-gqi 
selzen. Aus den Gleichungen (3.) bis (6.) entnehmen wir daher, dass die 
Grössen a;. b;. ce; reelle, die Grössen a’, b’, ce’ dagegen mit den Grössen «,. 
b). €) eonjugirte imaginäre Werthe annehmen. Daraus folgt. dass die Function 
X von der Form U+:iV, die Function Y von der Form +{U—iV) und Z 
reell oder in ö multiplieirt ist. Ohne die Allgemeinheit der Resultate zu be- 
einträchtigen. dürfen wir 

X=U-HiV, Y=U-iV 
setzen und Z als reell betrachten. Für den Kegelschnitt A, dessen Gleichung 
wir jetzt auch unter der Form 

= wu 2 (V’— U‘) 

schreiben können. führen wir wieder die Variable 9=r+:io ein durch die 


(Gleichungen 








Be; “ a j 
i— =siny, t— = c08Sg, 
Z F: Z f 


so dass jeder Punkt einen Werth von g bis auf Vielfache von 27 bestimmt. 
jeder Werth von g aber nur einen (reellen oder imaginären) Punkt und 


y-+?2hn denselben, und haben somit: 














UHR) — COSsp-+isin in A BEE be ıl . we Un 
e BIRD a ei et Bere). 
F Ar Z Z - 
folelich 
Z : 
tor= —1. A ı( y ur” ” 
w > Ft 


Wenn wir daher den reellen Theil von y immer zwischen O und 27 wählen 


und die Function 








Z _ 72V +U) 
Y2(r— U) Z 
(für die Punkte auf A) mit ./ bezeichnen. so ist 
} a odeı K.. N ’ loo 4° 
’— >r ” v=rr—100 I. 
4 4 7 . 


Offenbar bestimmt jeder reelle Punkt von A einen reellen Werth von 4 und 


umgekehrt, und da für jeden Punkt r nur einen Werth haben kann, so ist. 
Du 2 In ü 

ın . > An /S \ PN ! Zn - > N / ’ ' 2 

wenn im Punkte (Sy = tz log 4 ist. im Punkte (-4)y = 1 +z.log 4°. 
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Zwei derarlige Punkte liegen, wie man leicht sieht. stets in eerader Linie 
mit dem Durchschnittspunkte der imaginären Geraden X = 0. Y— 0 oder der 
reellen Geraden U=0,. V=0, welcher der Pol der Geraden Z=0 ist. In 
den Schnittpunkten D, D, der letztern mit A ist Z=0 und U’—=YV, folglich 
S=0 oder x; auf dem einen Bogen DD, geht 4 daher von O bis +x. 


auf dem andern von O bis —w. Wenn wir nun. — wie wir berechtiel 
; “ : i In , 
sind. — annehmen, dass für einen Punkt auf dem ersten Bogen r ist. 


so ist für alle Punkte desselben, also für jeden positiven Werth von 4. 





In, 8 a & ‚ ’ 
y=7+7 log 4°, für alle Punkte des andern Bogens (negative 1) 
In N N > “ » r r . 
y=7+5 log 4°, und in D, D, findet der Uebergang durch das Unendliche 
ii In . . In... Em >, 
statt, so dass y, in D ausgehend, von gt über „| zgtrix nach ix 
- - - 
varlirt. 


Der Kegelschnitt 3 schneidet den Kegelschnitt A in Punkten. für welche 


EEE u 4 
14 
=] 





en er 
ai. 1-27. 


a 
— s “ei 
a— 2q 


fr} 





en 


is. Wenn man hier zwei conjugirte Werthe der Quadratwurzeln nimmt. so 
erhält man zwei lineare Gleichungen von der Form 


+ Seen 0, Ss—in um 0. 


In 


und es sind demnach immer zwei reelle Schnittipunkte vorhanden. Nimm! 
man aber für die Quadratwurzeln zwei nicht conjugirte Werthe, so erhält 
man zwei Paare von Gleichungen, welche zu imaginären Werlhen der Coor- 
dinaten der Schnittpunkte führen. Wenn wir nun die reellen Schnittpunkte 
mit Sund S, und die Werthe von in ihnen mit s und s, bezeichnen, so ist 


. 9 .e mn» —N , r ) - ri Pr 
sin’s — sin’ s, — = —iH4i ee #). 


Diese Formel zeigt, dass ss =s+ ist. dass also, wenn wir S auf dem Bogen 


y . Ir . » . 
DD, wählen, auf welchem r = y Ist, S, auf dem andern Bogen DD, liegt 





und ss, =s-+n ist. — Ebenso existiren für die Curven A, b zwei reelle und 





.L . . ün 5 rg\ -. . . 2 
*) Es ist überhaupt für jeden reellen Punkt von A der reelle Theil von sın 
und cos’ gleich 4, da man hat: 





+:iV)? _U? YV UV | BE; ; 
sin’p — m and ei =y-Migr; cos®’p=4-tRi—: 


Auch das Umgekehrte lässt sich zeigen. 
Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft 2. 20 
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zwei imaginäre gemeinschaftliche Tangenten. Berühren die ersteren die 
Curve A in T, T, und die Curve B in ©, ©, und sind t, £, die Werthe 






von p in T, T,. also 



























9 . En. ES p’ Pe 
S — sı] = — —- + ” 
ın t l f, y 3- 9! 27 


so mag T auf dem Bogen DSD,. T, auf DS,D, liegen, so dass 4, = 1-+n ist. 
Es ist klar. dass im vorliegenden Falle von den Punkten D und D, 


n 





der eine innerhalb. der andere ausserhalb des Kegelschnittes B liegen muss. 
Machen wir die Voraussetzung. dass D ausserhalb von B liege (aus dem 
Gange der Untersuchung wird einleuchten, dass die entgegengesetzte Annahme 


keine Veränderung des Resultates herbeiführt). so wird die Aufeinanderfolge | 


der betrachteten Punkte von A folgende sein: STDT,S,D,. Alle Punkte des 
Bogens SD,S, werden sich innerhalb von B, alle Punkte von STDT,S, ausser- 


halb von B befinden, und es kommen daher bei unserer Aufgabe nur die 
Punkte des letztern in Betracht. weil durch sie allein Tangenten an 5 möglich 
sind. Ebenso werden auf dem Kegelschnitt 5 nur die Punkte des Bogens 
9SS,0, auftreten. welcher die Berührungspunkte aller Tangenten enthält. die 
von Punkten auf A ausgehen. Die sämmtlichen Werthe aber. welche in 
den reellen Punkten des Kegelschnittes A annimmt, können. wenn man sich 
in der Ebene eine Axe mil einem Anfangspunkt denkt und auf ihr und senk- 
recht zu ihr positive und negative Richtung festsetzt, repräsentirt werden durch 
die Punkte zweier Geraden @ und @,. welche senkrecht zu jener Axe, re- 

In T 


BE 5: > » 
4 und + g vom Anfangspunkte entfernt. gezogen werden. 


Wenn wir daher die Punkte dieser Geraden mit den durch sie vorgestellten 


speclive um 


Werthen bezeichnen. so können wir sagen. dass. während der durch % be- 
stimmte Punkt der Curve A auf dieser den Weg STDT,S, durchläuft. selbst 


ee SEEN 


sieh auf der Geraden @ von s über f nach dem unendlich entfernten Punkte 3 
Bu. “ a ir u auch nr y 
d=,| ix der Linien @, @, bewegt, durch diesen in die Gerade @, über- i 
‘ “ u $ 

5 

geht und auf ihr über Z, bis s, läuft. Zwei Werthe g und g-+7 (z.B. s : 





und s,. £ und #) sind von der Axe gleichweit entfernt. 
Wir legen noch in den Punkten S und S, Tangenten an B und nennen 






DREIER TEN 






I und &, ihre anderen Schnittpunkte mit A, o und o, die Werthe von y 
in ihnen. Dann liegt der Punkt (SE, S,>&,) auf DD, und von den Punkten $, 






lan. 






>‘, befindet sich daher immer einer auf STD und einer auf DT,S,. — Von 
den Schnittpunkten der Geraden Z=0 mit B liegt immer einer innerhalb von 
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A; legen wir in ihm eine Tangente an B, so schneidet sie A in zwei Punkten. 
in welchen nach (25.) 


sin’« f IRB. 
f ß- 73 2 2 


ist, also p zwei um 7 verschiedene Werthe e, &, hat. Punkt 'e) lieve auf 
STD, also Punkt (&,) auf DT,S, (, =e+m). 


ur 
Im vorigen Paragraphen sind die allgemeinen Angaben für den Fall 
zweier Kegelschnitte mit nur zwei reellen Schnittpunkten und gemeinschaftlichen 
Tangenten gemacht worden. und wir gehen nun an die Aufsuchung der se- 
wünschten Formel. 
Wenn die Verbindungslinie zweier Punkte (,) und (y,) auf A die 
Curve D berührt. so ist auch diesmal 





” dp,  Yi—Ksin?’y, 
84.) — = + ——L, 
dp, YI—ksin’g, 
2 P— «a | . NR i h Ro: 
wo A" =-———, also imaginär,. und zueleich sins „_ Ist (wenn man das 
ai : t ö 
Zeichen von % passend wählt). Zur Abkürzung selzen wir 
1 
see vg 


| IR sin’g 

und bestimmen, dass man in einem beliebigen Punkte der Strecke std auf der 
Geraden @ einen der beiden Werthe von w{g) beliebig wählen. von ihm 
aus aber nach beiden Seiten hin den Werth von w(g) Fortschreiten lassen und 
aul @, die entgegengeselzten Werthe nehmen soll, so dass v(p ta) = —w(g 
wird. Der Uebergang findet statt bei v(d). welches = Ö ist; die Werthe von 
w(s) und r(s,) sind unendlich gross, alle übrigen endlich und von Null ver- 
schieden. (Für uns kommt nur der Weg stdt,s, in Betracht.) Es seien 
nun ./, und 4, die Werthe von 4 in den Punkten (y,) und (,); dann isl 
dp, 8 dA) 








; d(4%) i d(4?) 
du; u ee p=<-Z, also — = —.-——=. Daraus folgt. dass 
p=5 Pr und do, 7 also nz 
dp, . * [3 * ” di : 2 
u. reell ist, und zwar posiliv oder negativ. jenachdem Top 68 ist, und 
) /7) 
r : < 2) 2 we, dqy, 
wegen der Gleichung (34.) muss auch das Verhältniss +-— reell 
| YP dp, 


sein. Zur Bestimmung des hier zu nehmenden Zeichens machen wir drei 


Unterscheidungen, entsprechend wie beim IV. Falle in $. >. 
20 * 
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1. Die Linie (p „y,) berühre den Bogen 9S von B. Wenn man 
alle hierher gehörigen 'Tangenten haben will, so hat man mil dem einen 


Punkte (y,) von T bis S, mit dem andern (g,) von T bis F zu gehen. Es 
sind nun zwei Fälle zu trennen. — a) Der Punkt Fliege zwischen T und D 
(es ist immer nur an den Bogen SDS, von A zu denken), also o zwischen 
. r . . ‚(f . Tr w l) 1 r 
t und d. Dann beginnt das Verhältniss vn) mit dem Werthe “2: +1 
we) { 
Ve.) v() 
’ : ’ . 5 w(0) 
und erleidet keinen Zeichenwechsel bis zu seinem letzten Werthe u = 0; 
folglich ist es durchweg positiv. Da aber zugleich 4, wächst und 4 ab- 
’ u \ en . er , 
nimmt, so ist a negativ. und mithin das untere Zeichen in (34.) zu wäh- 
5 A 
len. — 5) Es liege & zwischen D und S,, also o zwischen d und s,. Lassen 


wir dann g, zuerst von £ bis d und damit y, von £ bis zu einem zwischen 
s und / gelegenen Punkte d’, welcher g, = d entspricht, gehen, so finden wir 
wie vorhin, dass das Zeichen — zu nehmen ist. Jetzt lassen wir g, weiter 
gehen von d bis o und 9, von d’ bis s; am Anfange und am Ende ist der 
Quotient an gleich Null und erleidet dazwischen keinen Zeichenwechsel. 


0/ 


Bezeichnen wir mit g, den Punkt g,—r, welcher auf std liegt, so bestimmt 
derselbe einen Punkt g, ebenfalls auf std, aber auf der andern Seite von f, 








eo v(f) .. Fon ö 

und es ist nach dem Früheren Tr ein reeller positiver Werth. ferner 

' ' vp, iu ’ weg 
v(p,)=—Ww(g,), folglich vn) reell und negativ und kACD, reell. Da aber 

} M Y pP ) v(p,) 
u (op, ) ww (e | v . ' . en De a. 
en. B — +1 für 9, =d ist, also dieses Verhältniss die Null beständig 
v(F,) Wed) | 

v(g,) d(A,) 








übertrifft, so kann u nur negaliv sein, und weil IP) diesmal positiv ist, 
0, “ 


so stellt sich wieder das Zeichen — in (34.) als das richtige heraus. Das- 
selbe ist daher für alle Tangenten dieser Art zu nehmen. 

2. Der Berührungspunkt der Tangente (y,, Y,) mit D liege auf dem 
Bogen SS,. und es sei (Y,) derjenige von den Punkten (Y,), (Yı). Welcher 
auf dem Wege SDS, früher kommt. Um alle derartigen Tangenten zu er- 
halten, wird man den Punkt (y,) von S bis 3, und (yp,) von I’ bis S, gehen 


lassen müssen. — a) Der Punkt I liege auf TD, also &, auf DT,. Man 
bewege vorläufig y, nur von o bis d und in Folge dessen y, von s bis zu 
vg.) 


einem gewissen auf sid gelegenen Punkte d’, wobei das Verhältniss wi.) 
% 


den Anfangs- und Endwerth Null hat und das Vorzeichen nicht wechselt. 
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Durch den von 9, bestimmten Punkt der Curve A geht auch eine Tan- 
gente erster Art, wenn derselbe auf dem Bogen SY liegt. und zur Bestim- 
mung des gesuchten Zeichens genügt es, einen solchen Werth von p, zu 
betrachten; der zweite Schnittpunkt dieser Tangente mit A liefert nun einen 





Ä ER Yv(r,) .;: m 
Werth g, auf sto derart. dass FR einen reellen und positiven Werth 
r\ro 
u av (C ’ > i DE 
hat. Weil aber vg) reell sein muss, so folgt hieraus. dass auch 
v(p,) weg, 
es ist, und dann kann dieser Quotient nur posiliv sein. da für 4, s sein 
v(6) ee TE w 
Werth vn — +1 ist. Es ist demnach das Verhältniss te positiv und 
U VG, 
in Folge dessen in (34.) das obere Zeichen zu nehmen, weil 7, und 4} diesmal 
oleichzeitig abnehmen. — Wenn jetzt g, seinen Weg von d' bis d forlsetzi. 


so gelangt y, auf dt,s, von d bis zu einem gewissen Punkte d’, und der 
Bruch Ei geht von O bis x. ohne sein Zeichen zu ändern: um dieses 
also zu finden, braucht man nur einen Werth von %, so zu nehmen. dass 
der Werth y, =y,—n auf od liegt, also einen Punkt y, auf sd’ bestimmt. 


. .. (12 p ..,. 
Dann ist nach den letzten Ausführungen Bin reell und positiv und w(g, 
0 car 
FR w(« »(p,) 
— —(g,), also Sn reell und negativ, folglich Y\F0) peell, und zwar ist 
17 an (( 
0, r\ro, 


er . z ‚(d') 
dieser Bruch positiv, weil er für 4, = d den Werth Sr — 1 hat. Dem- 


r 
nach ist us negaliv und das obere Zeichen in der F ormel (34.) zu nehmen. 


weil 4, we und 4; zunimmt. — Wenn man endlich %, von d bis o, 
und mithin p, von d"” bis s, gehen lässt, so wird man in ähnlicher Weise 


zeigen. dass vr) Bw a 


also wieder Ps A + in (34.). — b) Der Punkt F& liege auf DS,. also 
=, auf DS. Man wird sich dann überzeugen, dass die Grössen FF und 
d(. 4) us p,) 

dP) 
somit bei allen Tangenten der zweiten Art zu nehmen ist. 

3. Für die Tangenten, welche den Bogen S,9, von B berühren, findet 
man. wenn man auf dem bei der ersten Art eingeschlagenen Wege vorgeht. 
dass in der Gleichung (34.) das untere Zeichen zu setzen ist. 

Nachdem wir für die verschiedenen Lagen der die Curve BD 
renden Sehne (gu, Yı) von A die zwischen g, und y, bestehende Differential- 
gleichung ermittelt haben, ist dieselbe zu integriren, und auch hierbei ist die 


Trennung der drei Arten nöthig. 


AI, und Si nehmen ee zu und es gilt 


negativ sind, und dass also wieder das Zeichen + herauskommt, welches 


berüh- 








154 Rosanes u. Pasch, über zugleich ein- und umschriebene Polygone. 





I. Wenn die Tangente (g,, 9) von der ersten Art ist. so lässt sie 
sich in die Lage der gemeinschaftlichen Tangente TO bringen, indem sie 
immer der ersten Art angehörig bleibt, und da für jede der dabei von ihr 
eingenommenen Lagen y(g,)dp, = —w(gy,)dp, ist. so liefert die Summation 







aller dieser Beziehungen: 


Wir iD 
[wipdg+f"yip)ag = 0. 






















1 : 
Bei allen hier vorkommenden Integralen ist der Weg, auf welchem die Va- 
riable ®eht. immer der den Geraden @ und @, und zwar der Strecke stdt,s, ; 


angehörige. Wenn wir das in diesem Sinne genommene Integral 


% / . % 
/ vg ‚dp = p) 
ER / \ J 


5 


setzen. so haben wir im gegenwärligen Falle zwischen 4, und , die Relation: 


35.) f)+fp)=Ü=fle. 
weil die Gleichung durch , =s, %, = 6 erfüllt werden muss. 

2. Wenn die Tangente (Y,.Y,) von der zweiten Art ist. also 
v(gu)dys = w(g,)dg, ist und der Punkt (y,) auf dem Wege SDS, vor dem 
Punkte (y,) kommt, so besteht die Beziehung: 

36.) ST wigp)dg S"r(p)dg = ®, 
6 
welcher wir auch folgende Form geben können: 
37) ftp) = flo) 
3. Wenn endlich die Tangente (Y,. Y,) von der dritten Art, also 


v(g)dpu = —w(g,)dgp, ist, so hat man: 


Fi w(gp)dg "a g)dp=0, folglich fy)+flpı) = fin)+fisı). 


24 
Da aber die Gleichung (37.) durch das Werthepaar ,=09, 9=s, erfülli 
wird. mithin f\0,) = fisı)—f(6) sein muss, so folgt: 
88. | —JI Pu) —f(9ı) e f\®) —2f(sı). 
Beachtet man, dass das Werthepaar y,=&, p, = & = e-+n die Gleichung (36. 
befriedigen muss. so gelangt man zu einer Relation zwischen f(0) und f(e). 


EEE RER 
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Es ergiebt sich nämlich 


[ vnde—f "wio)dg = 0, E 
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Nun ist aber: 


/ wgp)dp / vr)dg-f w(g)d f w(p)dy, und / v y)dy /v g)dy, 


folglich 

(39.) [(9) fs) —?2fi E77 10) 
Wern nun ein »-Eck dem Kegelschnitt A einbeschrieben und dem Kevel- 
schnitt B umbeschrieben ist, so erlangt man durch die Formeln (35.). (37.). 
(38.) mit Hilfe von Betrachtungen, welche den in $. 5. für den IV. Fall an- 
sewendeten entsprechen, und deren Ausführung aus diesem Grunde hier un- 
terbleiben kann, die Bedingung: 

nf(o)—-Rmf(s) = 0. 
in welcher m die Anzahl der den Bogen OS oder 9,8, von B berührenden 
Polygonseiten oder die Anzahl der auf dem Bogen ST oder S,T, von A 
liegenden Polygonecken bedeutet. Nach (39.) schreiben wir dafür: 
nf(t) =mf(s) oder 2nfle) = (n—2m)f(s,). 
Nun erhält man aber 
f(s) = 2/ "la = +/ = nn -—= ta, 
J 4 


wyi—k’u' 





1 i 
indem man sıng = go setzt; ferner isl 


Tu 


d 4 ”< %E 2 
rd=f vinde—/ wide. FOa=fwin)def wi) dp. 


0) () 


/ v(g)dg = +K+tiKk,. 
wo K, das vollständige Integral für den Modulus A, = y1-—4 ist. 
Man gewinnt daraus also die Formeln: 
& BP — P ; 


2 M 1 Bien ” ee 5 
sin’ am (2 — K+-K-+iKk,. k) Pd) aa A sin’am(2 — K+iä,. k) 
n ü N / v} [4 


für welche man auch schreiben kann: 





2 ER 9 ao a I —ı 
cos’am (2 —K, k) — 7, Lam (2 —K., k) =—-, w K=7- 
n Ir} N ß ir} ? 
e . & r. k? ‘ 
Es ist auch, wenn man ze — — KM setzt: 
@a—y k' 
ge 2 am \ 5 
cos’am (2 a IK,» ku) — RA . I am (2 — an. k,) — 5 Mr 
N a N /, [44 





Be Py—a(P—y) Bi ay— 
cos ( — =5 „08: — Ku, ku) = Zr © 
am( 4 ? K,k A,Laldn)‘ cosam (4 i K,; ku) Fre | ee: 
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$. 8. 
Das Ergebniss der an den einzelnen Fällen ausgeführten Untersuchung 
können wir nunmehr folgendermassen zusammenfassen. 
Wenn zwei Kegelschnitte A und B repräsentirt werden durch die 
Gleichungen 
(A) Aut +tanYy +0,33 + ran ry+r2a;xz3 + 2azyz = 0. 
(B.) bu +bay +b,;32 +26, 2y+2b,02 4 r2ba3y3 = 0. 
so hat die nach « kubische Gleichung 
bu— ed, delt, du— a! 
(40.) b2—0A:, Da — Mn, b3— Od, — 0 
d3—0G3, du —lty, b5— 0 Ay; 
eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln. wenn die Kegelschnitte A und 5 
sich in zwei reellen und zwei imaginären Punkten schneiden; sie hat nur 
reelle Wurzeln von einerlei Zeichen, wenn sie O oder vier reelle Schnittpunkte 
und ebenso viele reelle gemeinschaflliche Tangenten besitzen; endlich reelle 
Wurzeln. worunter nur zwei von gleichem Zeichen, wenn die Curven nur 
reelle Schnittpunkte, aber imaginäre gemeinschaftliche Tangenten haben, oder 
umgekehrt. Im ersten Falle wollen wir die reelle Wurzel «, die beiden com- 
plexen 5 und y nennen; im zweiten bezeichnen wir sie mit @, P, y so, dass 
dem absoluten Werthe nach «< 9% <Zy wird; im dritten können wir es (in- 
dem es uns nur auf die Verhältnisse der Wurzeln ankommt) immer so ein- 
richten, dass zwei Wurzeln negativ sind. und sie darauf derart ordnen, dass 
<< P<0<Zy ist. Man setze dann: 
— | 3 Tu; m RB, ie dep K, Fr. dp il. 


Sur. BE Fe yl—k’sin?p u J yi—kisın!g 





Sn 

















0 


> 


Wenn nur « reell ist, so sind A und %k, complex; sonst ist A’ reell und 
zwischen O und 1 gelegen, 4, reell und negativ. Lässt sich nun ein Polygon 
von » Seiten gleichzeitig in den Kegelschnitt A und um den Kegelschnitt B 
beschreiben, so muss man eine ganze Zahl m so bestimmen können, dass 1). 
wenn die Anzahl der reellen Schnittpunkte der der reellen gemeinschaftlichen 


Tangenten gleich ist, 


& & 


) 2 aM a m 
(41.) cos’am(2-K k)= oder cos’am(2—K,, k,)= —- 
ur y ” Aal B’ 


2) wenn die Anzahl der reellen Schnittpunkte von der der reellen gemein- 
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schaftichen Tangenten verschieden ist, 


(42.) cos‘ 'am(2K, k) = 5 oder cos 'am(K,— 2 X. k.) B 


; Y 9° 
oder auch ohne diese ERETOUO 
H- Pla —y) . Alst 
cosam(4 K, k)— + 7 oder cosam (4% hi, eP+y(le P, 
a 7) n , ad y(a — 8) 
ist (das Zeichen + ist für 1), das Zeichen — für 2) zu wählen, wenn man 


die Bedeutung von m einhalten will). Wenn weder reelle Schnittpunkte noch 
reelle gemeinschaftliche Tangenten vorhanden sind. so bedeutet m die Anzahl 
der Umläufe, welche das Vieleck durch die Peripherie von A macht. Ist 
die Zahl der reellen Schnittpunkte zwei oder vier und die der reellen ve- 





meinschaftlichen Tangenten ebenso gross, so liegen sämmtliche Ecken des Po- 
Iygons auf einem von zwei Schnitipunkten begrenzten und die Berührungspunkte 
von zwei gemeinschaftlichen Tangenten enthaltenden Theile von A, und zwar 
liegen dann m Ecken auf dem Wege von einem jener Schnittpunkte bis zu 
einem jener Berührungspunkte von gemeinschaftlichen Tangenten. Wenn nur 
die gemeinschaftlichen Tangenten reell sind, so liegen m Ecken des Polygons 
auf A zwischen den Berührungspunkten zweier gemeinschaftlichen Tangenten, 
deren Schnittpunkt auf der beide Kegelschnitte schneidenden Seite des in Be- 
zug auf beide sich selbst eonjugirten Dreiecks lieg. Wenn endlich nur die 
Schnittpunkte reell sind, so berühren m Seiten des Polygons den Kegelschnitt 
B zwischen zwei Schnittpunkten, deren Verbindungslinie durch die ausserhalb 
von A und B gelegene Ecke jenes Dreiecks geht. 

Um zu untersuchen, ob die Bedingung für irgend einen gegebenen 
Werth des Verhältnisses — erfüllt ist, ohne die Wurzeln «, P, y unterschei- 
den zu müssen, ist es nöthig, die Bedingung in einer in Bezug auf «, 9, y 
symmetrischen Form zu haben. Liegt der Fall vor, dass die Anzahl der 





oleich 


reellen Schnittpunkte und die der reellen gemeinschaftlichen Tangenten g 


ist, so ist die Bedingung: 
p(a,ß,y)=0 oder p(,y,P)=V, 
wenn man den Ausdruck 


m ph" _dq y—-P\ h 
cos’ am f 2 — A R y ee p(a, P,Y 
n a u u Y 

J 1 — — sin’ 











0 


> 
setzt. Man kann nun beweisen, dass die Werthe, welche die Funclion 
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durch die übrigen vier Permutationen der Argumente erhält, wesentlich von 
Null verschieden sind. Zu dem Zwecke bemerken wir, dass zu dem Kegel- 


. j 3 . m . : . 
schnittpaare A, B immer ein Werth von — gehört, d.h. ein reeller Werth A, 
‚Fila 


ie m . RE ; 2 BE : r NT „is 
welcher für — in ple,P,y) oder p(e,y,P) gesetzt, beide zu Null macht. 
Ist kein geschlossenes Polygon möglich, so ist % die irralionale Grenze, der 


. > u . m ” x . 
sich das Verhältniss nähert. Es ist daher 


Rn 
) 9 . \ 167 : er & i 8 
cosam(2hK, k)- . JFam(?2AK,k)=—. 
I . 
2 /) 7 e h) 7 . Er Y 
cos am (2hK,, ku) = 3;  TFam (2hK,. ku) = RB 


Man hat aber 


(B,, 7) = eosam(2" KK + ik), —-) nd am (2 (K+iK,) u: 





Sobald also p(P,«,y)=0 wird, so wird auch 
N R re 
F’am(2hK, k) = I’am 2 — (HK HiK,), A). 
P4 ı  : 
und es müssen dann zwei ganze Zahlen m’, »’ von der Art existiren, dass 


+ 2hK+2m’K-+2nik, = 2 K+iK,). 


Daraus würde sich aber ein reeller Werth des Verhältnisses . ergeben. 
was unmöglich ist. Derselbe Beweis findet auf die Grösse (y, a,P) An- 
wendung, wenn man in ihr den Modulus %, einführt. Da aber das Ver- 
tauschen der beiden letzten Argumente in der Function g in Bezug auf das 
Verschwinden derselben keine Aenderung hervorbringt (denn die Gleichung 
p(e,y,P)=0 ist eine nolhwendige Folge der Gleichung Y(«, P, 7) = 0), 

werden auch die Grössen p(P,7,«) und p(y,,«) für keinen reellen Werth 


IR 
von — zu Null. 


Rn 
Der Bedingung für den Fall, wo nicht gleichviel reelle Schnittpunkte 
und reelle gemeinschaftliche Tangenten vorhanden sind, geben wir die Form 


w(e,.y) = 0, indem wir 


Ze “ pi de Meer 
cos am 2 | 2a iR... A TÄRRENE — J| u —— — \ 1 ß _— = 
— / rn — 
3 \ l-- > sin’p y 1— EI Ya! d d 
\ f- & 


0 -& 0 


w(a,P,y) 


setzen. und aus dieser Form erkennt man, wie oben. dass die Grössen 
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v(P, eo, y)» v(P,y «), w(y,a,ß), w (7, P, @) nicht Null werden können. Was 
den Werth von w(a,y, 5) betrifft. so wird er nur dann zu Null. wenn zu 


n 
5% m 
. r . * r nn . nn 
den beiden Kegelschnitten gerade die Zahl ——. aber nicht — vehört. also 
E n N 
doch auch ein »-Eck möglich ist ($.3 und 4 a. E.). Aus dem Bisherigen 


folgt, dass man im ersten Falle das Product der Grössen ge, P,y). im 


‘ 


zweiten das der Grössen (a, ,y) gleich Null zu setzen hat. Man über- 
) 


zeugt sich aber auch leicht, dass im ersten Falle keine der Grössen wr(«, 


1733 
und im zweiten Falle keine der Grössen g(e,,y) verschwinden kann. Um 
[3 . .. , . r m 
also die Bedingung dafür aufzustellen. dass ein gerebener Werth von zu 

- - 


den beiden Kegelschnilten gehört, hat man das Produet 

IT\yp(a, P,y).w(e, ß,y)} = 0 
zu setzen. Diese in Bezug auf «, 9, y symmetrische Form ist für alle 
Fälle giltig. 

Will man von der Grösse m absehen, so kann man statt der Division 
der elliptischen Perioden das Multiplicationstheorem der elliptischen Functlionen 
benutzen. Für alle Fälle (da in den $$. 3 und 4 die Zahl » gerade sein 
muss) und ohne Unterschied zwischen «e, 9, y besteht dann für das Vorhan- 


sein eines »-Ecks die Bedingung: 


ii ü —ß ‚ 'y 3 or 
(43.) sın am (nu, | IE) 0. wo cos’am(1, V‘ e) . 
i 173 


y—a Y- ? 





Aus dieser Form findet man leicht die zwischen «, /, z bestehende Relation 


in einer von Nennern und Wurzeln freien Gestalt. 


Der Modulus = hat übrigens die interessante Eigenschaft, dass er 
ungeändert bleibt, wenn man den Kegelschnitt A festhält, statt des Kegel- 
schnitts B aber irgend einen andern aus dem Kegelschnittbüschel (A, 5) nimmt. 

Beachtenswerth ist, dass diese Ausführungen nicht bloss für irgend ein 
System schief- oder rechtwinkliger Paralleleoordinaten. sondern überhaupt für 
jedes System, in welchem die gerade Linie durch eine Gleichung des ersten 
und der Kegelschnitt durch eine Gleichung des zweiten Grades zwischen den 
Coordinaten eines Punktes ausgedrückt werden, volle Geltung besitzen. Sie 
behalten übrigens. sobald man den einbeschriebenen Kegelschnilt mit dem um- 
beschriebenen oder die Werthe «, 5, y mit ihren reeiproken vertauscht, ihre 


Richtigkeit auch für jedes System, in welchem der Punkt durch eine Glei- 
21* 
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chung ersten, und der Kegelschnitt durch eine Gleichung zweiten Grades 
zwischen den Coordinaten einer Geraden vorgestellt werden. 

Die hier gefundenen Resultate dienen zugleich als Beweis für den 
Satz von Poncelet, dass. wenn man von einem Punkte des Kegelschniltts A 
ausgehend ein Vieleck dem Kegelschnitt A einschreiben und B umschreiben 
kann, dasselbe auch von jeder Ausgangsstelle aus, wenn dieselbe nicht durch 
ihre Lage unzulässig ist. ohne Veränderung der Seitenzahl (und der Zahl m) 
möglich ist. Daraus folgt. dass man im Falle der Möglichkeit eines geschlossenen 
Polygons. wenn man von einem Schnittpunkte oder einer gemeinschaftlichen 
Tangente der Kegelschnitte aus das Polygon zu bilden sucht. bei der Opera- 
tion zu einem andern Schnittpunkt oder einer andern gemeinschaftlichen Tan- 
gente gelangen muss, von wo aus man dann wieder zurückzugehen hat. Ge- 
langt man. von einem Schnittpunkte oder einer gemeinschaftlichen Tangente 
ausgehend, wieder respective zu einem Schnittpunkte oder einer gemeinschaft- 
lichen Tangente, so ist die Seitenzahl » des Polvgons offenbar gerade. an- 
dernfalls ungerade. Damit stimmt die bereits angegebene Thatsache überein. 
dass in den Fällen. wo nur die Schnittpunkte oder nur die gemeinschaftlichen 
Tangenten reell sind. die Seitenzahl gerade sein muss. 

Nehmen wir noch den Fall, dass man von einem Punkte aus, in wel- 
chem einer der Kegelschnitte von einer Seite des in Bezug auf beide sich 
selbst conjugirten Dreiecks geschnitten wird, das »-Eck construiren will. und 
bedienen wir uns der durch die Gleichungen (7.) und (8.) eingeführten Grössen 
p und w. Wenn man auf der Curve A zwei Punkte (g,) und (—,) hat. 
so geht die Verbindungslinie derselben durch den Poi der Geraden X —0, 
weil die Gerade. welche die Punkte (g) und (gy’) von A verbindet. allgemein 
durch die folgende Gleichung dargestellt wird: 

Xsind (g+g')+Yecosi(y+gy)+iZeost(g—y) = 0. 
Der Punkt \4,) liefert durch die Gleichung (10.) zwei Werthe w, und w,. 
welche den Berührungspunkten der durch ihn gehenden Tangenten der Curve 
B entsprechen: der Punkt (—g,) liefert gerade die Werthe —w, und —w,. Da 
nun die Verbindungslinie der Punkte (y) und (w') von B durch die Gleichung: 


Xyasind (w+w)+ YyBcos} (v+Y)+iZyy cos} (w—y) = 0 


repräsentirt wird. so gehen offenbar die Verbindungslinien (w,. —w,) und 
(w,.—w,) wieder durch den Pol von X=0. Der Werth w, bestimmt ferner. 
ebenfalls durch die Gleichung \10.), zwei Werthe von g, nämlich 4, und 
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einen zweiten g,; durch —w, werden die Werthe -— f, und —y, erhalten. 
Man ersieht daraus, dass, wenn man durch zwei Punkte des Kevelschnitts A. 
welche mit einer Ecke Q des in Bezug auf A und B sich selbst conjugirten 
Dreiecks in gerader Linie liegen, Tangenten an den Kegelschnilt B zieht. 
zwei Paare von Schnittpunkten mit A entstehen, deren jedes mit jener Ecke 
in gerader Linie liegt. Dies gilt offenbar noch. wenn die beiden ersten Punkte 
in einen Schnittpunkt P von A mit der Polare von O fallen. Zieht man also 
durch P an B eine Tangente, welche A in P, schneidet, durch P, eine Tan- 
gente, welche A in P, schneidet u. s. w., ebenso nach der anderen Richtune 
die Tangenten PP', P'P", .... so gehen die Geraden P,P', P,P", ... dureh 
den Punkt O0. Wenn daher ein geschlossenes Vieleck möglich sein soll. so 
muss entweder eine Linie P,P“ Tangente an B werden. (dann ist » un- 
gerade). oder es muss ein Punkt P, mit P“ zusammenfallen und zwar auf 
der Polare von Q, also in P oder dem anderen Schnittpunkte P, dieser Polare 
mit A (dann ist » gerade). Aehnlich verhält sich die Sache, wenn man von 
einer durch Q gehenden Tangente an B ausgeht. 

Von dieser Bemerkung wollen wir Gebrauch machen. um eine Eigen- 
schaft der Polygone mit gerader Seitenzahl abzuleiten. Wenn wir nämlich 
die in $$.2. 3. 5 behandelten Fälle betrachten und uns der dort eingeführten 
Bezeichnungen bedienen, so haben wir, wenn » gerade ist: 





dp, Br‘ dp, dp, u dp, AG ya-ı BE dep; 





49, A’ I Ip’ "7 Ay App 
folglich F(yu) + F(Y,.) = Const. Aber für y,= 0 wird, wie gezeigt, g,, = 0 
oder +77 (wenn wir p von —ı bis +7ı zählen); demnach ist F(y,)t F(y,)= 0 
oder =+2K, mithin entweder %+%Y,=0 oder 94%, = +7 oder 9—Y,, 
= +7; denn ,—Y,=0 ist auszuschliessen, weil diese Gleichung die Existenz 
eines In-Ecks anzeigt. Da nun die Gleichung 


Xsin!(y+Yy)+ eos! (yot+ Yyy)+tiZcoss(yu—Yın 0 


die Verbindungslinie der Punkte (g,) und (gy,,) vorstellt, so geht dieselbe be- 
ständig durch den Pol von einer der Geraden X=0, Y=0, Z=0. Ent- 
sprechendes ist für den Fall des $.4 nachzuweisen. Bei der in $$.6—7 
untersuchten Lage der Kegelschnitte ist f(y)tf(ly,.) = Const.. folglich 
(po) tf(p.) = fs) tflsı) = +2K mithin ,—Yy,= +7, denn es kann nicht 
p+Y„= tn sein, weil der Werth 9,= t7—- 9 keinen reellen Punkt von 
A darstellt. wenn der Punkt (g,) reell ist. Die Gerade (Yu. Yun) geht also 
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durch den einzigen reellen Punkt. der in Bezug auf A und B dieselbe Polare 
hat. Dies beweist den bereits bekannten Satz: 

Wenn ein Polygon von gerader Seitenzahl einem Kegelschnitt ein- und 
einem andern umbeschrieben ist, so gehen die Geraden, welche die gegenüber- 
liegenden Ecken, sowie diejenigen, welche die Berührungspunkte auf gegen- 
überliegenden Seiten verbinden, sämmtlich durch einen Punkt, welcher in Bezug 
auf beide Kegelschnitte dieselbe Polare hat; gegenüberliegende Seiten des 
Polygons und Tangenten des umbeschriebenen Kegelschnitts in gegenüberliegen- 
den Ecken schneiden sich auf der Polare dieses Punktes. 


S. 9. 


Zum Schlusse dürfte es am Platze sein, einige Beispiele für die ge- 


fundenen Bedingungen zu geben. 
Wenn man die Determinante in der Gleichung (40.) ausführt. so mag 


dieselbe die Form 
(44.) dd, - Öd, G- Ö, m 0) 
annehmen. Wenden wir die Formel (43.) an, so erhalten wir, da 


' FR 3—4(1 + k”)sin’amu + 6k’sin'amu — k'sın’amu 
sinam(3#) = sinama a ; rn ee 
1— 64” sin’ amau + 44° (1-+k’)sin’amau — 3k'sın’amn 





ist. für das Dreieck (m = 1) die Bedingung: 


K PR 4 a, /*) Pu —— 2 er 9 Ar [a (a, STE: \/o_ \ — 
3 4) (27 e— )- 6, (-P)y-0e)—-( P) Fu) 0. 


oder 


\ 


\ 


(ed +ay+Py) = 4oßyla+P+y). 
oder, durch die Coefficienten der eubischen Gleichung ausgedrückt: 
45.) & = 4d,d;. 
Dasselbe erhält man bei Benutzung von (41.), wenn man die Relation 


cosam 2K -—- _—_ 
ve.) 


cosam2K r 





anwendet und die so entstehende Gleichung von den Wurzeln befreit. (Hier 


braucht man (42.) nicht, weil » ungerade ist.) 
Für z»=4 kann ebenfalls m nur —1 sein: mittelst der Beziehungen 


cosam}K = sinam4K JamıK 


und 
cosam (JK-+:K,) = sinam (4K--iK,) Fam (4K + :K,) 


ng 
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)« 


findet man sowohl aus (41.) als aus (42.) für das Viereck die Bedingung: 


fe} I _— pP. E Ay +) /Any\ , ’ A, Pr . | 
ay+aß— PY 0 odeı 07 i 0/7 ı\0/) ri? a) a7 t PY 0/3): 0. 
da man die Bedingung symmetrisch machen darf, oder endlich: 
(46. 0° S).0: 40, 0,0. 


Die Gleichung @&-+«ß—Py = gestattet eine einfache geometrische Deutune. 
Wenn sie nämlich erfüllt ist. so kann man die Gleichune der Curve B so 
schreiben : 

HYa+rPH+ ZH HrZ = 0 
und der Werth von w (s. die Gleichung (8.)) im Schnittpunkte der Curven 4 


z a . ar Y ; rn B 
und B ist daher = arc c0S 1 > d.h. die Tangente an BD in (w) geht durch 


den Punkt y=0O auf A (s. $.2 Anf.). Wenn also ein Kegelschnitt einem 
Viereck um- und ein anderer ihm einbeschrieben wird. so liest der Pol von 
einer der gemeinschaftlichen Secanten in Bezug auf den zweiten Keeelschniti 
auf dem ersten, und umeekehrt (was leicht vorherzusehen war) 

Wenn die Keselschnitte A und B zwei Kreise mit den Radien R 
und r und der Mittelpunktsdistanz d (positiv zu nehmen) sind. also durch die 
Gleichungen 

(A. 2 +y—R 0. 
(B.) e+y+(d—r)— 2de 0 
ausgedrückt werden können, so geht die Gleichung (40.) über in: 
(@- 1)(ad’R’ a(R’-+-r—d’)-+r) VÖ. 
und in (44.) ist 

u =R, dh=—-2R-r+d, ,=2ar+R—d, 0; r”. 

Wenn die Kreise sich nicht schneiden, also entweder R >r und kr —>d 
oder R+r<<d ist. so hal man: 

 KR'-+r’-d- Y(R’ Ir” d’?-AR?r’ ‚, R+r-d- V(R’-+Hr?-d’)’-4AR’r’ ' 
U Se an ne 2R’ = ge > ? 2R? 4 g 


f R’—r?+.d’— Y(R’+r’—d’)’— 4R’r' 
Mae 2dR 


Die Bedingung für die Möglichkeit eines »-Ecks kann hier, wenn man 


De od 
2Yk _ | MR _, und / dp n 


14% Varay 7” 1 ’sin’g 


U) 


setzt (so dass A’< 1), durch die Landensche Transformation nach einiger Rechnung 
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auf folgende Form gebracht werden: 

















a d 
cosam (2 L,))= so: IJam(2 1 „ı)= Im wo = RL ZT 
Unter dieser ist sie von Jacobi für Kreise ohne reelle Schnittpunkte und ge- 
meinschaftliche Tangenten gegeben worden. — Wenn die Kreise sich schnei- 
den, d.h. A+r>d und (R—r)’<<d’ ist, so hat man: 

e=1, 
a _R’+r’—d’+iy4R’r — (R’+r’—a?)’ R’-+r’— d’—iyY4R’r’— (R’+r’—d”)' 
p == a u: 2R? er = 2R’ ’ 





R’—r’+d’—iy4AR’r’— (Rd) 
2dR 





k, —— 


Setzt man also 


2yk / hr dp 
_ — _  —-/,) und / —-]. 
I+K, Ya ara er y1— (1—4°)sin’g 


0 











so dass 4A >1 ist, und benutzt die leicht herzustellende Gleichung 


cos‘ 'am(2 7 ;K, k,) k, N -—Z 


a@ 


so gelangt man zu der Bedingung: 


’ ’ un 
cos am(4 - (L-+iL.); 1.) — R 


m , a ’ BORE.. e 
Jam (4 „ dril), 1) =n70° 
4dR 
(R+-d)’—r" 
Für das Dreieck findet man entweder durch diese Bedingungen mit 


Berücksichtigung der Relationen 


5 
R+d’ 


wo 2 —= 














cosam 2L cosam$(L-+iL,) 
cosam3 L-+ - —=1 und cosam(&L-+:iL,)- tl —1 
. fJam?:L ERBET TERN Jam$&(L-+iL,) 
oder durch die Gleichung (45.) die Formel: 
r r 1 
er er Sl 


in welcher das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem die 


Kreise sich schneiden oder nicht. 
Die Gleichung (46.) liefert die Bedingung für das Viereck: 
(RA) (R— A’) —2r’(R’+d°)) = 0, 
welche in zwei, nämlich in 


(u) +G) —-—1 und R=d, 
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zerfällt, von denen die erste für den Fall der imaginären, die zweite für den 
der reellen Schnitipunkte gilt. 
Haben die beiden Kreise vier reelle gemeinschaftliche Taneenten. so 


ist ein Sechseck mit der Annahme m = 2 vorhanden. wenn 


Fr vr 


: für »=6 und m=1 findet man minder einfache Formeln. 
Ein einfaches Beispiel ist auch ein Paar concentrischer Kegelschnitte. 
Hat man zwei concentrische Ellipsen, so kann man stets ein beiden gemein- 
schaftliches Paar conjugirter Durchmesser finden und in Bezug auf diese als 
Coordinatenaxen die Ellipsen darstellen durch die Gleichungen: 


(A = ,Wy ' 
\“ a’ b' , 
a” ) 
B.) u. ri ur 
a, b’ 
ce a 
wobei vorausgeselzt werde, dass 7 >, Die Gleichung (40.) nimmt 
dann folgende Gestalt an: 
(bi — ab’) (a) — aa’) (—a bi +aab‘) — 0. 
so dass 
h=atbt, dh, = — ab’ (abi +ab’+abi), O2 = abi (abi +aib’+a?b}). d, = —aib!. 


Diesmal können die Schnittpunkte und die gemeinschaftlichen Tangenten nur 
sämmtlich reell oder sämmtlich imaginär sein. Das Erstere tritt ein. wenn 
Za, und 5 >b, ist, und dann hat man: 


(> A, 7. 


! i s N 2n?_ 292 
cosam (2-K, k)= ri Aam(2K, k) =. £=-, a. 


b a?b’— a'b} 





Das Zweite tritt dagegen ein, wenn a>a, und b >> b,; für diesen Fall 


= (ri bi L = =), y- (=), 


cosam(2-K, =, Ja m(2K, k)= ab, u 


a'b’— ab, 








a,b 
Journal für Mathematik Bd, LXII, Heft 2. 22 


—,ın2 21.2 
arb — a'b‘ 
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Man findet daraus beispielsweise für das Dreieck die Bedingung: 
Be ' 
u an 
und für das Viereck: 
De N 
u 
wo beidemal das obere Zeichen für den ersten, das untere für den zweiten 
Fall gilt. F 
Breslau, im Juli 1864. 5 
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Suite des recherches sur l’elimination et la theorie 
des courbes. 
(Par M. A. Cayley & Cambridge.) 


Dans le memoire „Recherches sur l'elimination et la theorie des 
courbes” t. XXAXIV, pp. 30—45 de ce Journal (1847) jai donne pour une 
courbe U=0O du n-ieme ordre sans points doubles ou de rebroussement, les 
expressions pour les degres, tant par rapport aux coefficients que par rapport 
aux variables, des fonctions qui entrent dans l’equation FFU=KU(PU)(QU)U 
qui sert a expliquer comment la reciproque de la reeiproque de la courbe 
’=0 se reduit aA la courbe originale U=0. En partant des prineipes 
etablis dans le memoire „Nouvelles Rercherches sur l’&limination et la theorie 
des courbes” t. LXIII, pp. 34—39 de ce Journal (1863) je suis parvenu ä 
resoudre a peu pres cette question pour le cas dune courbe U=0 du n-ieme 
ordre avec « points doubles et 5 points de rebroussement; mon invesligation 
a cependant par rapport a quelques points besoin de confirmation. 

Je commence par rappeler que l’equation d’une courbe avec des points 
doubles et de rebroussement peut &@tre presentee sous la forme 


U=-aP+bO+cR+-.-—=(0. 
oua,b, c, ... sont des quantites absolument arbitraires,. P=0,. 0=0, R=0, ... 


sont des courbes du »-ieme ordre (je suppose toujours ge U=0 est une 
courbe du »-ieme ordre avec « points doubles et 5 points de rebroussement) 
qui ont chacune pour chaque point double de la courbe U=0O un point double 


au meme point, et pour chaque point de rebroussement de la courbe U 0 
un point de rebroussement au m&me point et avec la meme tangente. En 


parlant des coefficients de U, je designerai toujours les quantites (a, b,c,... 
sans faire attenlion aux constantes contenues dans les fonclions (P, Q, R,...). 
La fonclion U (voir les nouvelles Recherches ete.) a un discriminant special 
KU du degre 3 (an —1)’— Te —11P: il y a en outre une cerlaine fonction AU 
des coefficienis, laquelle depend des points de rebroussement, qui semble jouer 
un röle analogue en quelque sorte a celui du discriminant. Car soient pour 
un moment (x, y, z) les coordonnees d’un des points de rebroussement de la 
courbe U=0; ecrivons D= ad, +yd,+zd,, et dans la fonction U substituons 
(x, y,z) au lieu de (2, 9,3); l’equation D’U=0 donne le carre de la tan- 
22* 
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gente au point de rebroussement: or D’U=aD’P+bD’Q-+cD’R+.- et puisque 
les courbes P=0, Q=0, R=(0,... ont chacune la meme tangenle au 
point de rebroussement, les fonctions D’P, D’Q, D’R, ... seront des fonctions 
de la forme AP’, ub’, v$P’, ... ou P=0 est l’equation de la tangente, el 
,, u, v.... sont des quantites constantes qui ne dependent que des con- 
stantes que conliennent les fonctions P, O0, R, ... Nous aurons done 
DU = (al. +bu+.cv+ +.) b*, el je remarque que l’öquation «+ bu-+ ev +: = 0 
serait la condition pour quil y eut au lieu du point de rebroussement un 
point triple. On obtient done l’equation du systeme des carres des langenles 


aux points de rebroussement sous la forme 

(al, + bu ter...) (al +bur+ erz...)... (aA; +bu;+er; + )P BD... PD; = 0: 
le facteur constant (al, +bu,+ev,...)...(aA;+bu;-+evs...), du degre ? par 
rapport aux coeflicients, est precisement la derivee que je nomme AU (de 
maniere que AU=0O est la condition pour l'existence d’un point triple): 
l’autre facteur PDA; ... $, est du degre O par rapport aux coefficients. 


Cela etant, je pose d’abord, pour la verifier plus tard, la table suivante: 


Degres par rapport 


aux variables aux coeffieients 





@quation de la courbe, U=0 2 | 
condition pour un nouveau point | 

double, KU = 0 0 | 3@0-1)?-7e-118 
condition pour un point triple, | 

AU—=0 0 | 3 
@quation delacourbe r&ceiproque, | 

FU=0 n(n-1)-2a-3 5 | 2(n-1) 
equation de la courbe des ın- 

flexions, HU = 0 3(n-2) 3 
@quation des tangentes aux points 

d’inflexions, QU = 0 In(n-2)-6a-88 3n(n-2)-3a-45 
@quation dela courbe descontacts 

des tangentes doubles JU=0O (n-2)(n?’-9) (n+4)(n-3) 


öquation des tangentes doubles, 
PU—O ‚ar(n-2) (m -9)-(n’-n-6)(2a+3P) 2n(n-2)(n-3) | 
+2a(a-1)+6@8+2A(P-1) -(2n-6)(2a+3P)-% 

@quation de la courbe recı- 
proque de la r&eiproque de 


la courbe, FFÜ=0 (n’-n-2a-3P)(n’-n-A-2a-3P) |2(n’-n-1-2ae-35)%Un-1). 
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Et puis on a l’equation 
FFU = AU.KU.(PU)'.(QU).U. 
La comparaison des degres par rapport aux variables donne 
(n"—n — 2a —3P)(n" —n—1-2a— 3} 
— a(n—?2)(n— 9) — (n"—n—6) (4a +6) +4 (a —1) + 12024973 1 
+9n(n— 2) — 180. — 249 
+ N 
ce qui est exacte. La comparaison des degres par rapport aux coeflicients 
donne 
4 (n—1)(n—n—-1—2a—3}) = B 
+3(n—1) —-Ta—11P 
+ 4n (n—2) (n—3) — (4n—12) (2a«+39)—2/ 
+ 9n (n — 2) — 9a — 127 
+1 
ce qui de meme est exacte. 

Les expressions pour les degres de KU et AU sont deja demontrees: 
pour les autres expressions, en considerant d’abord la courbe generale WO 
du »-ieme ordre, laquelle. en etahlissant entre les coeflicients les relations 
convenables, se reduit a la courbe U=0 avec « points doubles et 5 points 
de rebroussement, on sait par la theorie de M. Plücker quels sont les facteurs 
desquels seront affectes FW, OW, PW, et quil faut ecarter pour reduire 
ces fonctions a FU, QU, PU respectivement. 

Pour FW ce facteur est A’B’, ou A=0O est l'equation tangentielle 
des points doubles, et B=0, l'equation tangentielle des points de rebrousse- 
ment: la reduction du degr&e par rapport aux variables est done de 2 +3 
unites. En prenant (x, v.z) pour les coordonnes d’un point double queleonque 
on a A=II(5x-+ny-+{z). et de m&eme en prenant (x, v,z) pour les coor- 
donnes d’un point de rebroussement queleonque on a B=Il(zx+ny+L{n): 
A et B ne contiennent done pas les coefficients a, b, ce, .... de U, et une 
reduction de degre par rapport aux coefficients n’a pas lien. 

Pour QW le facteur est M’N*, ou M=0 est l’equation des tangentes 
aux points doubles et N=0 l’equation des carres des langentes aux points 
de rebroussement: la reduction de degre par rapport aux variables est 


done 6@-+8% unites. Soient (x, y. z) les coordonnes d’un point double, 
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D=.xd +yd,+2d,; en substituant comme auparavant (x,y,z) au lieu de (x,y,z) 
dans la fonction U, l’e&quation des deux tangentes au point double est D’U=0, 
ou D’U est du degr& 1 par rapport aux coefficients: en formant l’equation 
analogue pour chaque point double on a M=I/I(D’U)=0, et M sera du 
degre « par rapport aux coefficients. En prenant (x,y,z) pour les coordonnes 
d’un point de rebroussement, on a de meme N = //(D’U)=0 pour l’equation 
des carres des tangentes aux points de rebroussement; N est done du degre 
P par rapport aux coeffieients. Nous avons vu que l’&quation N=0O se reduit 


. 


a la forme N=AU.P,$;...b,, jadmels cependant quil faut retenir ce 
facteur constant AU, et considerer ainsi N comme etant effectivement du degre 
PB. Le facteur M’N* est done du degre 3a -+4/P, et la reduction de degre 
par rapport aux coefficients qui a lieu pour OW est done de 30-+4/ unites. 
Pour PW le facteur est R’S’T, ou R=0 est l'equation du systeme 
des tangentes menees Aa la courbe par les points doubles, S=0 l'equation du 
systeme des tangentes menees & la courbe par les points de rebroussement, 
T=0 l'equation des droites qui contiennent deux points doubles (chacune de 
ces droites elant comptee 4 fois) ou qui contiennent un point double et un 
point de rebroussement (chacune de ces droites etant comptee 6 fois), ou en- 
fin qui contiennent deux points de rebroussement (chacune de ces droites 
etant comptee 9 fois). Par rapport aux variables le degre de R est egal ü 
o{n"’—n—-6 —2 (a—1)— 3/7}, celui de S a Pln’—n—6— 2a —3(P—1)}: le degre 
de R’S? est done egal a ("—n—6)(2a+3P)—4ale —1)— 6eP —9IH(P—1). 
Le degre de T est egal a 4-La(@a—1)+ 603+9-4P%(P—1). le degre de R’S’T 
s’eleve done a (n—n—6) (2a +3P)—2a (a1) — 309 —2P(P—1), nombre qui 
exprime la reduction de degr& par rapport aux variables qui a lieu pour PW. 
Par rapport aux coelflicients le degre de R estegal a (?n—6)e, celui de Sa 
(2»—6)/, celui de Ta zero; le degre de R’S’T s’eleve donc a (2n —6) (2 +37). 
On aurait par consequent pour PW par rapport aux coeffieients une reduction 
de degre egale a (?2n—6)(2« +37) unites; mais d’apres un exemple tres- 
particulier (il est vrai) jadmets que PW contiendra encore le facteur constant 
AU, ce qui donnerait pour le nombre dont il s’agit la valeur (22 — 6) 2a +3P)+P. 
J’ai dit que par rapport aux coefficients le degre de R est egal ä 
(2n—6)e et celui de S a (2n—6)/: pour prouver l’exaclitude de ces nombres 
il faut se rappeler que l’equatiion O=0 des langentes menees par un point 
quelconque est du degre (n’—n) par rapport aux variables et du degre 2(»—1) 
par rapport aux coeflicients. En prenant pour le point dont il s’agit un point 
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double ou de rebroussement et supposant que dans la courbe il ny a que ce 
seul point double ou de rebroussement, le degr& par rapport aux variables est 
(n"—n—6) et celui par rapport aux coefficients est 2» —6. Mais dans le cas 
general © contiendra comme facteur G@’H’ en denotant par @ = 0 l’equalion 
des droites menees par le point dont il s’agit ä tous les points doubles, el 
par H=0 l’equation des droites men6es par ce point a tous les points de re- 
broussement. De cette maniere on obtient un abaissement de 2(@—1)-+337, 
ou de 2@+3(/P—1) unites pour le degre par rapport aux variables, mais le 
degre par rapport aux coeflicients est toujours (22—6). Done en considerant 
les systemes des points doubles et des points de rebroussement, pour R la 
reduction est egal a (2n—6)« est pour S a (2n—6)/ unites. 

Les difficultes de cette investigation sont dües aux points de rebrousse- 
ment en admeltant en FFU l’existence d’un facteur (AU)”, il n’est pas clair 
que l’on doit avoir m=1; et la demonstration pour les valeurs des termes 
en P, des expressions Ja +4/ et (2n— 6)(2«-+37)— estimparfaite. Eerivons 

FFU = (AU)”. KU.(PU)(QU). U 
et supposons que le nombre qui exprime la reduction de degre par rappor! 
aux coelficients soit donne par la valeur 3e-+AP pour QU et par la valeur 
R2n—6)(2a«+3P)+1P pour PU. La comparaison des degres par rapport aux 
coefficients donne 
An)" —n—2a—3P) = ....:2:..... mP 

+3(n—1)’—Ta—119 

+4n (n—?2) (n— 3) — (4n—12) (2a +37) — 217, 

+ Y9n (n —2) — 9a — 3hP, 

+1, 
ce qui etablit la relation m—2l!= 3k—13 ä laquelle on satisfait en prenant 
m=1, i=1, k=4. Mais je serais bien aise de prouver ces valeurs par 
une demonstration plus concluante. 

Cambridge 26. Mai 1864. 














Note sur la surface du quatrieme ordre de Steiner. 
(Par M. A. Cayley & Cambridge.) 
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En considerant les deux coniques definies par les equations 


U=(a, b, c, f, 9, h)(z, y, 2) = 0 
U= (a', b', c', £ g, h‘) , y, 3’) on 0. 


on en deduit les trois @quations derivees 





'. 


F = (be—f’, ca—g', ab—h, gh— af, hf— bg, fg— ch) (£,n,{) =. 

G = (be-+b’e— ff, .)(&,nc°,=0, 

a ae a eur ei 
et l’on sait que F=0 est l’equation tangentielle de la conique U=0 (autre- 
ment dit. l'equation qui exprime que cette conique est touchee par la droite 
Sr+{ly+{z=0), que de meme F'=0 est l’equation tangentielle de la 


conique U'=0, et enfin ge @=0 est l’equation tangentielle de la conique 
enveloppee par une droite Se-+ny+{z=0 qui coupe harmoniquement les 





deux coniques U=0, U =0. 
Or, en considerant les deux surfaces quadriques 
U=(a,b,c,d,f, 9, h, !, m, n)(x,y, 2,0)” =(0, 
"= (a, b', c, d', 2 g; W, T, m, n) (@, Y,?%, w)” . 
on forme d’une maniere analogue les qualre equations derivees 
F=(bed-+etc.,...)($,n,6,w) =(0, 
G = (b’ed + etc.,...)($&,n,6,0)”=0, 
G'=(b’ed-+ ete.,...)($,n,£,w)”—=0, 
F'= (b’e’d’+ ete.,....)($&,n,6,w0)” =0. 
F=0 est l’equation tangentielle de la surface U=0 (et de meme F'=V0 
est l’equation tangentielle de la surface U’—=0). Les deux equalions @ = 0. 


G'=0, qui ont des coefficients formes d’apres une loi facile a saisir se 
changent l'une dans l'autre, lorsqu’on echange entre elles les deux surfaces 
quadriques U=0, U’=0. L’equation @'=0 (celle des deux dont il s’agira 
dans la suite) est l’equation tangentielle de la surface quadrique enveloppee 
par un plan &c+ny+{s-+wwe=0 qui coupe les surfaces U=0, U'’=0 selon 
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des coniques S=0, S’—0 telles quiil y ait sur la conique SO une in- 
finite de systemes de trois points conjugues par rapport a la conique S’—0. 

En supposant a present que l’equation U’—0O est eelle d’un eöne. on 
peut dire que G'—=0 est l’equation tangentielle de la surface quadrique enve- 
loppee par un plan qui coupe la surface U= 0 selon une conique S— 0 
telle que par celte conique et par le sommet du eöne U'—=0 on puisse faire 
passer une inlinite de systemes de trois droiles conjugnees par rapport au 
eöone U'=0. On peut presenter le theoreme sous une aulre forme: en faisant 
passer par le sommel du cöne U’=0 trois droites conjuguses par rapport 
ı ce eöne. et en choississant a volonte Fun des deux points de renconire de 
chacune des droites avec la surface U=0, on obtient trois points qui de- 
terminent un plan; en considerant tous les systemes des trois droites con- 
jugueces, on a pour chaque systeme un plan, et l'enveloppe de ces plans 
n'est aulre chose que la surface quadriqe @' 0. 

Je suppose que le sommet du eöne U’=0O soil silue sur la surface 
U=0, et je dis que la surface @'=0 se reduira A un systeme de deux 
points. a savoir le sommet du cöne UÜ’=0 et un aulre point. Pour de- 
monirer cela,. on peut prendre pour coordonnes du sommet 2 =0.y=0. 3-0: 
les deux &quations seront alors 

U=(a,b,c,0,f, 9, h,l,m,n)(z,y,2,0) =0, 
U'=(a,b,c,0,f,g,h,0,0,0)(z, y, 2, w)’ = 0, 


(ou. ce qui est la meme chose, U'= (a,b, d,f'.g,.hW)\(x.y,3”=0) et 


„ı 


en substituant ces valeurs on voit sans peine que les eoeflieients de =’, y',3 
3,27, cy dans la fonclion @’ se reduiront a zero, el que lequation @'—= 0 
aura Ja forme 
ı =(0,0,0, D,0,0,0,1,M,N)(£,n,{C, 0)" —=0, 
cest a dire nous aurons 
G'= w(Dwo-+R2L5+2Mn+2NI) = 0 

equalion qui represente en effet le point &=O (ou ce qui est Ja meme chose 
le point 2=0, y=0, 3=0) et un aulre point Do -+2LS+2Mn+2NI =. 


ou ce qui est la meme chose le point z:y:z:w=2L:2M:2N:D. 





Dans le cas actuel chacune des Irois droites rencontre la surface 
U=0 dans le sommet et de plus dans un seul point, et en prenant ce dernier 
point ponr point de rencontre de la droite avee la surface ÜU=0 le plan 


mene par les trois points ne passe pas par le sommet; ce plan passe done 
par le point 2:y:3:0=2L:2M:2N:D, et on a ainsi 
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Theoreme I. Fn faisant passer par un point donne de la surface 
quadrique U=0 Itrois droites conjuguees par rapport au cöone U'=0O (qui a 
ce meme point pour sommet) le plan mene par les trois points de rencontre 
des droites avec la surface U=0O passe toujours (quel que soil le systeme 
des trois droites conjuguees) par un point fixe. 

Jajoute que lorsque les equations U=0, U’=0 ont la forme speciale. 
z:y:s:w=RL:2M:2N:D, et il convient de remarquer que ces valeurs 


L, M, N, D sont des fonelions quadriques par rapport aux coeflicienis (a, . 


qui leur a ei& donnee en dernier lieu, les coordonnes du point seron! 


du eöne U =d. 

Au lieu d’un cöne donne U’=0, considerons le systeme entier des 
eönes AP+uQ-+rR=0, ou P=0. 0=0, R=0O sont des cönes donnes 
ayant leur sommet commun dans le point (€ =0,.y=0.2=0) de la surface 
et 4, u, v coefficients arbitraires, qui nest autre chose que celui des cönes 
en involution avec les ceönes donnes P=0, 0=0,.R=0. A chaque sy- 
steme des coefficients 4, u, ” correspond un point fixe, et en conservant 
les quantiles Z, M, N, D sont des fonctions quadriques des quanlites arbi- 
Le lieu du point dont il s’agit sera evidemment une surface. 


pour ses coordonnees la notation anterieure z:y:z:w=2L:2M:2N:D, 


traires 4, u,rv. 
et on demontre sans peine que cette surface est du quatrieme ordre. Car 
pour Irouver en combien de points la surface est renconiree par une droite 
queleonque il faut combiner avec les equalions z:y:z:w=%2L:2M1:2\:D 
les equations de la droite dont il s’agit. c’est-a dire deux &qualions lineaires 
en x. Yy. 2. w: cela donne deux &qualions lineaires en L, M, N, D, ou 
quadriques en (A, «,r). On a ainsi quatre systemes de valeurs de (A, u, vr): 
et a chaque systeme correspond un seul point (z.y.3,w). il y a par con- 
sequent quatre points dintersection. et la surface est du quatrieme ordre. 
Nous avons done 

Theoreme 11. En considerant au lieu du cöne U’ = 0 le systeme entier 
des eönes AP+uQ-+rR = 0 en involution avec les cönes P=0,. Q=0, R=0 
qui ont leur sommet commun dans un point de la surface U=0, le lieu du 
point fixe du theoreme I. est une surface du quatrieme ordre. 

Cette surface du quatrieme ordre est la surface de Steiner, consideree 


dernierement par MM. Kummer, Weierstrass, Schröter, et Cremona. 


Cambridge 2"° Novembre 1864. 
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Ueber eine neue analytische Behandlungsweise 
der Brennpunkte. 
(Von Herrn Siebeck.) 


I seiner bekannten Abhandlung über die Brennpunkte der Curven 
n'"" Classe (Bd. IO dieses Journals) ist Plücker zu einem Resultate gekommen. 
welches sich nach einigen Abänderungen kurz so ausdrücken lässt: „Ist bei 
Annahme eines rechtwinkligen Coordinatensystems Fiu,e,w)=0 die Glei- 
chung einer Curve nr" Classe (wobei vorausgesetzt wird, dass die Punkt- 
und die Liniencoordinaten durch die Gleichung u + ye--w — 0 mit einander 
verbunden sind), so giebt die Gleichung Fi—1. —i,2-+yi) = 0, wo i=y—1. 
die Brennpunkte der Curve.“ Es gewährt aber besondere Vortheile, wenn 
man hier, was wie es scheint noch nirgends geschehen ist, F\—1. —i, x+yi 
als Function einer Variabeln 3 = x + yi d. h. als monogene Function betrach- 
tel. denn die Theorie der Brennpunkte algebraischer Curven fällt dadurch 
lediglich der Algebra binärer Formen anheim. So ergiebt sich z. B. aus der 
Zerlegung von F(—1,.—i,z) in » Facloren, da mit der Gleichung 


) 


(+ yi— a —- Pit yon — Pat)... (aet+yi—a,— N, 0 
zugleich die nachfolgende gilt 

(2 yi—-a+Pi)(r —yi— on -+ Pat)... (a yi—a, +) =, 
indem man einen beliebigen Factor der einen dieser beiden Gleichungen zu- 
gleich mit einem beliebigen Factor der andern = 0 setzt (was auf » ver- 
schiedene Arten geschehen kann), nicht allein, dass es. wie Plücker gezeig! 
hat. im Ganzen »° Brennpunkte giebt, sondern auch dass unter diesen n reell 


c 
.) 


(mit den Coordinaten @,. , %. , ete.) und »(n—1 
von den letzteren je zwei einander so zugeordnet sind, dass sie in der Nor- 


imaginär sind und dass 


malen liegen. welche man auf der Verbinduneslinie zweier reeller Brenn- 


punkte im Mittelpunkte errichten kann. Da somit die imaginären Brennpunkte 


durch die reellen vollständig bestimmt sind, so wollen wir in dem Nach- 


folgenden nur die reellen Brennpunkte betrachten. 


i r oF(—1, —i,3) 
Es ergiebt sich ferner auf diese Weise, dass ——_- — (0 die 
Gleichung der »—1 Brennpunkte der 1"" Polaren der unendlich entfernten 


23 * 
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o’F(—1, —i,3) 


Geraden ist. ebenso as. aa die Gleichung für die a—2 Brennpunkte 
Wu SiFr(—1, —i,2) En . 
der zweiten Polare ete.. ———— = =0 die Gleichung für den Brenn- 
) 02" 


punkt der (2—1)"" Polare d. h. für den Mittelpunkt der Curve. Auch er- 
sieht man sofort, dass zwischen diesen Brennpunktgruppen dieselbe Familien- 
zusammengehörigkeit Stalt findet. wie zwischen den Curven. zu denen sie 
gehören. dass insbesondere durch die erste Gruppe, nämlich die Brennpunkte 
der ursprünglichen Curve. alle folgenden Gruppen vollständig bestimmt sind 
und von dieser ersten Gruppe in einer lediglich durch monogene Funclionen 
ausgedrückten Abhängigkeit stehen: dass der Mittelpunkt, welcher die letzte 
Gruppe bildet, der Schwerpunkt einer jeden von den übrigen Gruppen ist: 
(erner dass zwei Brennpunkte einer gegebenen Curve zusammenfallen. wenn 
die Diseriminanle von F{—1. —i, z) verschwindet, etc. 

Um von dem Wesen dieser Methode einen deutllicheren Begriff zu 
vocben. wollen wir sie zunächst auf die Kegelschnitte anwenden. Dieselbe 
Gleichung. welche in der Theorie der Grundgebilde die Bedingung angiebt. 
unter welcher vier in gerader Linie liegende Punkte harmonisch sind. ist bei 
Anwendung des Punktealeüls mit complexen Zahlen der Ausdruck dafür. dass 
vier in einer Ebene liegende Punkte in einem Kreise lieren und harmonische 
Punkte dieses Kreises sind (sie enthält nämlich zwei Bestimmungen. wie jede 
Gleichung zwischen complexen Zahlen). Nun ist aber. wenn zwei binäre 
Formen zweiter Ordnune as -—-2bz-e=0 und ar+2bz+e —0O vergeben 
sind. das Verschwinden der Invariante ac—+ac—?2bb' die Bedingung dafür. 
dass die durch jene beiden Formen dargestellten Punktpaare harmonisch liegen. 
Dieselbe Invariante wird also, wenn wir unter a, b, e, z etc. complexe Zahlen 
verstehen. durch ihr Verschwinden anzeigen. dass die beiden Punktipaare har- 
monische Punkle eines Kreises sind. Für zwei Kegelschnilte a2 — a,r— as 


2a,cw+r2a,ue-—r2a,ur =0O und b,w@“-+b„er+ etc. = 0 sind aber die 


i 


y 


Brennpunkte durch die Gleichungen 
a; 2 — 2a +ayÜ)Et A Ant 2api = O$. 
by 2 —2 bstbsi)stdn bunt 2b,i = 0 
bestimmt. Das Verschwinden der obigen Invariante giebt daher die beiden 
Gleichungen 
Aazbıtanbds—Ra;dz = Ayba+ an by —2ayba- 


(l;; b.: “2 U: b,, vo (U ,; bis —G; b,; — 0. 
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Hält man dieses Resultat zusammen mit der bekannten Gleichune für 
denjenigen Kegelschnitt, von dessen Punkten aus nur harmonische Tansenten 
an die beiden gegebenen Kegelschnitte gezogen werden können. und welcher 
u. A. auch durch die acht Berührungspunkte der semeinsamen Tangenten 
derselben geht, so sieht man sogleich, dass dieser Keselsehnilt. wenn jene 
beiden Bedingungsgleichungen Statt finden, in einen Kreis übervehen muss. 
Wir erhalten somit den Satz: Sind die beiden Brennpunktspaare zweier Kegel- 
schnitte harmonische Punkte eines Kreises. so lieven die acht Berührunos- 
punkte der vier gemeinsamen Tangenten beider Keeelschnilte ebenfalls in 
einem Kreise 

Zu noch interressanteren Resultaten führt der bekannte Satz. nach 
welehem drei binäre Formen 2"" Grades f. y. vw drei in Involution stehende 
Punktpaare geben, wenn = Af+-um (wo 4 und « constant) und die Doppel- 
punkte der Involulion durch die Ilessesche Covarianle zweier beliebiger dieser 
drei Formen dargestellt werden. Sind nämlich f(a,e,w). pin, e. we). wine, 
drei beliebige Kegelschnilte, welche jedoch der Bedingung Af+ ug  0e- 
nücen und folglich dieselben vier Geraden berühren. so erhalten wir. da 
anderntheils f(—1,—i, 2) =0, g(—1, —i,2)=0. w(—1,—i,z)=0 die Glei- 
chungen für die Brennpunte derselben sind. sofort den Salz: Ist ein System 


- j * * . . * * . 
von Kegelschnitlen einem und demselben Vierseit einbeschrieben. so stehen die 


brennpunktpaare derselben in Kreisinvolution, d. h. es giebt in der Ebene 
ein festes Punktpaar, welches mit jedem BDrennpunktipaare des Syslems vier 
harmonische Punkte eines Kreises bildet. Dieses feste Punktpaar besteht 
nämlich aus den Doppelpunkten der Äkreisinvolulion und lässt sich mit Hülfe 
der Hesseschen Covariante leicht bestimmen. 

Vorstehende Bemerkungen mögen genügen, um den Standpunkt anzu- 
deuten. von welchem aus der Verfasser zu den nachstehenden Sälzen gelang! 
ist, deren Entwickelung, da sie in analvtischer Beziehung nichts besonders 


Bemerkenswerthes darbieten würde, weggelassen worden ist. 


I. Lelrsätze über die Curven der Brennpunkte eines Systems von Regel- 


schnitten, welche demselben Vierseit einbeschrieben sind. 


1) Fallen zwei conjugirte Punkte einer Curve dritter Ordnung in die 
beiden unendlich entfernten imaginären Kreispunkte, so lassen sich unendlich 
viele Vierseite von der Beschaffenheit construiren, dass jene Curve die Curve 


der Brennpunkte aller Kegelschnitte ist, welche einem beliebigen dieser Vier- 
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seite einbeschrieben sind. Sind nämlich F, und F,, @, und @, zwei beliebige 
Punktpaare der Curve, welche einander nach demjenigen der drei Beziehungs- 
systeme conjugirt sind, nach welchem die beiden unendlich entfernten imagi- 
nären Kreispunkte einander entsprechen, so erhält man eines jener Vierseile. 
wenn man zwei beliebige Kegelschnitte construirt, welche resp. F, und F;. 
(, und @, zu Brennpunkten haben, und die vier gemeinsamen Tangenten 
dieser Kegelschnitte zieht. Diese Tangenten bilden nämlich ein solches Vier- 
seit und für jeden demselben Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitt liegen 
die beiden Brennpunkte auf der Curve und sind conjugirte Punkte desselben. 

2) Da jede Curve dritter Ordnung so projieirt werden kann, dass zwei 
conjugirte Punkte in die beiden unendlich entfernten imaginären Kreispunkte 
fallen. so kann sie auch als Projeetion einer Brennpunkteurve betrachte! 
werden. Die rein projectivischen Eigenschaften der Brennpunktcurven sind 
also allgemeine Eigenschaften aller Curven dritter Ordnung. 

3) Entisprechen einander zwei conjugirte Punkte einer Brenpunkteurve 
nach demselben System, nach welchem die beiden unendlich entfernten ima- 
ginären Kreispunkte conjugirt sind. so können sie immer als conjugirte Pole 
in Bezug auf drei feste gleichseitige Hyperbeln betrachtet werden; und um- 
sekehrt: der Ort der gemeinsamen conjugirten Pole dreier gleichseitiger Hv- 
perbeln ist immer eine Brennpunkteurve (folgt einfach daraus, dass die beiden 
unendlich entfernten imaginären Kreispunkte conjugirte Pole für alle gleich- 
seitigen Hyperbeln sind). | 

4) Zieht man von einem Punkte einer Brennpunkteurve vier Tangenten 
an dieselbe und verbindet man die Berührungspunkte durch sechs gerade 
Linien. so stehen in dem so entstandenen vollständigen Viereck zwei gegen- 
überstehende Seiten auf einander normal, nämlich diejenigen, durch welche 
je zwei zusammengehörige Brennpunkte mit einander verbunden werden. 

4) Die Curve der Brennpunkte eines Systems von Kegelschnitten. 
welche demselben Vierseit einbeschrieben sind, ist vollständig bestimmt durch 
die Gerade /, in welcher die Mittelpunkte der Kegelschnitte liegen und dureh 
die beiden im Eingange erwähnten Doppelpunkte der Kreisinvolution J und 
J', und lässt sich aus diesen Elementen leicht eonstruiren. Man nehme nämlich 


auf Z, einen beliebigen Punkt M an, halbire den Winkel JIJ" und trage auf 


der Halbirungslinie von M aus nach entgegengeseizten Richtungen Abschnitte 


HF und MF’ auf, welche gleich der mittleren Proportionale der Strecken 
MJ und HJ’ sind, so sind F und F’ zwei conjugirte Punkte der Curve. Als 
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specieller Fall ist hier derjenige zu bemerken, in welchem Z durch einen der 
Punkte J und J’ geht. Die Brennpunkteurve hat dann einen Doppelpunkt. in- 
dem nämlich in J oder J’ zwei conjugirte Punkte vereiniot sind: so dass sich 
also in dem System der Kegelschnitte ein Kreis befindet. 

Beiläufig werde bemerkt. dass 

F= (#+y’)(er-+Py+2y)+or— >y 0 
die Gleichung der Curve ist für ein rechtwinkliges Coordinatensystem. dessen 
r- Achse die Verbindungslinie von J und J’ und dessen Mittelpunkt die Mitte 
von JJ' ist. wobei zugleich angenommen ist. dass die Abseissen von J und 
J’ — +1 und das er +Py+y = 0 die Gleichung von ZL ist. Ferner hat man 
3; AF = 2a — P—2y°) F+ (a? N), 
wo 
y = aa +3Ipry— Iary’ — By’ — 3er — 3 ry—2y, 

also ein in Bezug auf «, 5, y linearer Ausdruck ist. Für die Invarianten 8 
und T hat man die einfachen Ausdrücke 

Ss = „ld — A —2y')’—3 (0? + /P°)?). 

T = 73 (8(« —- 2’) 9 (ad +) (a — —2Y°). 
Auch ist 

Ag = b(e+PP)F. 

5) Das Product der Entfernungen des Centrums der Kreisinvolution 
(welches zugleich der Brennpunkt der dem Kegelschnittsystem zugehörigen 
Parabel ist) von zwei conjugirten Brennpunkten ist constant, nämlich gleich 
dem Quadrat der Entfernung der Punkte J und J’ von diesem Centrum: auch 
bilden die Verbindungslinien dieses Centrums mit zwei conjugirten Punkten 
gleiche Winkel mit der Verbindungslinie der Punkte J und J’. Allgemeiner 
ist folgender Satz: 

Sind F, und F,. @, und @,. H, und H, drei Paar conjugirter Brenn- 
punkte, so ist nur 

HF.HF,  HG.HG, 
HF.Hr,  H,G.H,;G, 








und ausserdem die Winkelsumme 
G,H,F+@H,F, = 0. 


6) Die Enveloppe der Achsen eines Systems von Kegelschnitten, welche 
demselben Vierseit einbeschrieben sind, ist eine Curve dritter Classe. von 
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welcher zwei Brennpunkte mit den Doppelpunkten der mehrfach erwähnten 
Kreisinvolution zusammenfallen. Der dritte Brennpunkt ist derjenige unendlich 
entfernte Punkt, welcher in einer zur Geraden der Mittelpunkte normalen 
Richtung liegt. Je zwei nicht zu ein und demselben Kegelschnitt gehörige 
Achsen, welche auf einander normal stehen, sind conjugirte Tangenten der 
Curve und zwar bilden die Durchschnittspunkte derselben mit der Geraden 
der Kegelschnittmittelpunkte eine Involution. Die Gleichung der Curve is! 


("— wo) (au+Pr)+ (u +e)(yw—eou) =. 


II. Einige allgemeine Eigenschaften der Brennpunkte algebraischer Ourven. 

1) Es giebt in der Ebene einer Curve »"” Classe immer » feste reelle 
Punkte von der Beschaffenheit, dass. wenn man einen beliebigen Punkt O der 
Ebene mit diesen Punkten verbindet, die Summe der Winkel. welche diese 
» Verbindungslinien mit einer beliebigen festen Richtung bilden, sich von der 
Summe der Winkel, welche die » von O aus an die Curve gelegten Tan- 
senten mit derselben Richtung bilden. nur um ein ganzes Vielfaches von 7 
unterscheidet. Jene z festen Punkte sind die reellen Brennpunkte der Curve 
»"" Classe. 

2) Denkt man sich von dem beliebigen Punkte O0 aus » Tangenten 
an die Curve gelegt. welche in beliebiger Ordnung genommen L,. Ia....L, 
heissen mögen und ausserdem » einander parallele Tangenten von beliebiger 
Richtung P,. P,, .... P,, und ist A, der Durchschnittspunkt von ZL, und P;, so 
bleibt das Product 0A,.0A;...0A, bei veränderter Richtung der parallelen 
Tangenten constant und zwar ist es gleich dem Product der Entfernungen 
des Punktes O von den » reellen Brennpunkten der Curve. 

3) Sind in einer Ebene » beliebige Punkte P,.P;. ... P, gegeben, so giebt 
es immer eine Curve (2—1)"" Classe, welche die Sei Verbindungslinien 
jener Punkte berührt und zwar so, dass die Berührungspunkte sämmtlich in 
die Mittelpunkte der Linien fallen. Die »—1 reellen Brennpunkte dieser 
Curve fallen zusammen mit den Brennpunkten der ersten Polaren der un- 
endlich entfernten Geraden in Bezug auf eine beliebige Curve n' Classe. 
welche die Punkte P,...P, zu Brennpunkten hat. Ist z. Be »n=3. so gieht 
dies den Satz: Es giebt immer eine Ellipse, welche die Seiten eines ge- 
vebenen Dreiecks P,P;P, in ihrer Mitte berührt und die Brennpunkte dieser 
Ellipse fallen zusammen mit den Brennpunkten des von den sechs Asymptoten 
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einer beliebigen Curve dritter Classe, welche P,. P,. P, zu Brennpunkten hat. 
berührten Kegelschnitts. 

4) Bringt man die Gleichung der Brennpunkte F—1.—i, 2) — 0 einer 
Curve n'“” Classe auf die Form 





n n— n(n—1 n—? SM; 
s"’—nP,3""+ = pr —:++(-1)P, = 0, 


und setzt man P, = p,(cosr,-+-isinsr,), so ersieht man sofort Folvendes: 

a) Es ist p, das Product der Entfernungen des Anfangspunktes der Coor- 
dinaten von den » Brennpunkten der Curve; p,_, hat dieselbe Be- 
deutung für die erste Polare der unendlich entfernten Geraden. P, 
dieselbe Bedeutung für die zweite Polare ete. 

b) 7, ist die Summe der Winkel, welche die » Verbindungslinien des 
Anfangspunktes der Coordinaten mit den » reellen Brennpunkten mit 
der Ä-Achse bilden, 7,_, hat dieselbe Bedeutune für die erste Polare 
der unendlich entfernten Geraden ete. 

Aus dieser Bemerkung in Verbindung mit den vorhergehenden Sätzen 
lässt sich, indem man den Coordinatenanfangspunkt (Nullpunkt) der Ebene in 
den Mittelpunkt einer Curve dritter Classe und die Brennpunkte der conischen 
Polaren der unendlich entfernten Geraden nach +1 verlegt. in Folge der 


=) (2 —2cos (m 5 u; 


und wenn man berücksichtigt, dass cos(r-+.«i) für ein reelles veränderliches 


identischen Gleichung 





> __ 32 —2cos3m — (2— 2cosm) (3—2cos (m E= 


De 


x Ausdruck einer Ellipse ist, folgende Construction der Brennpunkte einer 
beiiebigen Curve dritter Classe herleiten: 

Sei O der Mittelpunkt der Curve dritter Classe, / und /’ die Brenn- 
punkte des von den sechs Asymptoten der Curve berührten Kegelschnitts, so 
lege man an die Curve drei beliebige parallele Tangenten P,. P,. P, und ziehe 
ausserdem von O aus die Tangenten Z,,/,.2,; sei nun A, der Durchschnitts- 
punkt von Z, und P,, und «, der Winkel, welchen 0A, mit OI bildet, so 

2 REES une 
beschreibe man mit einem Radius, welcher gleich Bil Be Ban ist, einen 


_— 





Kreis um O und theile die Peripherie desselben in drei gleiche Theile, so 
jedoch, dass, wenn C,, C,, C, die betreffenden Theilpunkte sind, für einen der- 


selben die Winkelgleichung 
a, + 0; + @; 


IOC, = 3 
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Statt findet. Hierauf bestimme man die Punkte D,. D;,. D, so, dass D, zu I, I 
und ©, vierter harmonischer Kreispunkt ist, ziehe die Linien C,D,,. C,D;, C,D,. 
deren Mittelpunkte M,. M,. M, heissen mögen. Verlängert man dann die Strecken 
OM,. OM,. OM, um sich selbst über M,. M;. M, hinaus, wodurch man zu den 


J 


Punkten F,. F,. F, gelangt, so sind letztere die Brennpunkte der Curve dritter 


Classe. Es mag hier noch bemerkt werden, dass die Linien OF,. OF,, OF, 
den Flächeninhalt der Ellipse, welche durch F,, F,. F, geht und O zum Mittel- 
punkte hat, in drei gleiche Theile theilen. 


Lieenitz. 1861. 
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Note über die Evoluten sphärischer Curven. 
(Von Herrn Mehler zu Danzig.) 


inet Systeme von Normalen einer Raumeurve. welche zwei Evoluten 
derselben einhüllen,. besitzen, wie sich leicht seometrisch nachweisen lässt. 
die Eigenschaft. dass irgend zwei entsprechende Normalen aus beiden SY- 
stemen einen Winkel von constanter Grösse einschliessen. Dieser Satz führ! 
sogleich zu der Einsicht, dass die Evoluten jeder sphärischen Curve sich wie 
die jeder ebenen ohne Hülfe von Quadraturen bestimmen lassen. da man 


weiss. dass Eine Evolute sich hier auf einen Punkt, den Kugelmittelpunkt. 


redueirt. — Es möge dieser Punkt als der Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems gewählt werden. und es seien x, y, 3 und &, „, [I die 


Coordinalen von zwei einander entsprechenden Punkten A und B auf der 
Evolvente und Evolute. Der Punkt B liegt bekanntlich auf der zu A ge- 
hörigen Pollinie der Evolvente, und diese geht durch den Mittelpunkt © der 
Kugel. Wir wollen diejenige Richtung derselben, welche mit den Coordinaten- 
axen Winkel bildet, deren Cosinus mit den Differenzen 
dyd’z—dzdy=A, dedr—dedz=Y, dedy—dyd’r=Z 

bezüglich gleiche Vorzeichen haben, durch CR und den Winkel RCA durch 
« bezeichnen. Trägt man nun in der Ebene RCA an den Kugelradius AC(a 
einen Winkel CAS=# an, der constant bleibt, wenn A auf der Evolvente 
fortrückt. so ist der Punkt D der Evolute der Durchschnitt der Geraden EUR 
und AS, wenn &@+4<Z 7, und der ihrer Verlängerungen, wenn @+4 > 1. 
Aus dem Dreiecke ABC findet man in jedem Falle die Länge der Linie BC, 
und indem man ausserdem BU auf die Coordinatenaxen projieirt und dabei 
beachtet. dass die Cosinus der von CR mit den Axen gebildeten Winkel resp. 
oA er 02 


[2 nn 3 


os’? 0s’’ os 
das Bogenelement der Evolvente bezeichnet, so erhält man die Gleichungen 








sind. wenn oe =asin»o den Krümmungshalbmesser und ds 


der Evoluten in folgender Form: 








Eds’ n.ds’ Cds’ a? en 
u nun 7 > Be" ae —— “ WW orın 5 
X } Z cotA+cotw ' 





ds — ydx’+dy’+ds’, ds’.cotw = aA+yY+32Z. 
24 * 
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Bekanntlich ist für jede beliebige Raumcurve das Differential des Winkels. 
welchen ihre Krümmungsebene mit der Tangente einer ihrer Evoluten bildet, 
sleich dem Winkel zweier unendlich nahen Krümmungsebenen. Die vor- 
stehenden Formeln zeigen, dass dieser Differentialausdruck. welcher für ebene 
Curven den Werth Null annimmt, für sphärische Curven allgemein integrabel ist. 

Ich will als Beispiel zur Evolvente den sphärischen Kegelschnitt nehmen: 


ee 2 2 ei ie, 
Ery7r2 —(4, le ui Ze er u” 
dessen Projection auf die Ebene der yz eine Ellipse mit den Hauptaxen 25 


und 2e ist. Dann findet man, wenn 


L p ® ” an 3 
[a’ &’— (a’— b?) (a’— c”)]” cotA 


be (a’— b’)(a’— c’ 








=G 


J 


veselzl wird: 











a a’ a” 
ge ee ve e*) 1—gq ’ 
alasi- a’ (b’— c?) y’ 
en b’(a’— ce’) 1-44’ 
u a’(b’— ce’) s” 
ns c*(a’— b’) 1—gq 


Die in dieser Note gegebenen Formeln habe ich zuerst mitgetheilt in 
der Abhandlung: Ueber abwickelbare Flächen und Curven doppelter Krüm- 
mung. im Programme der Realschule zu Fraustadt, Ostern 1561. 


Danzig. den 2. October 1869. 
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Ueber Curvenbüschel, die sich gegenseitig berühren, 
(Von Herrn J. N. Bischoff in Zweibrücken.) 





Ex « 
Wis seien 
1) f+tif = 0 
(2.) p+hkyp' — 0 
zwei Curvenbüschel m'” und x" Ordnung und 


3.) v=0 


r 


und 


die Bedingung dafür, dass sich (1.) und (2.) berühren. Vermöge (3.) werden 
die Curven beider Büschel so auf einander bezogen, dass jeder Curve aus (1.) 
m(m-+2n— 3) Curven aus (2.) und jeder Curve aus (2.) n(n+2m—3) Curven 
aus (1.) entsprechen. Demnach liegen die Durchschnittspunkte entsprechender 
Curvenpaare auf einer Curve von der 3mn (m-+n—2)"" Ordnung. Diese Curve 
zerfällt aber 1°) zweimal in die Curve T der Berührpunkte, 2°) in die Curve 
T. auf welcher die übrigen Schnittpunkte liegen. Die Curve T ist von der 
(2m+2n— 3)" Ordnung, geht durch die m’-+n’ Grundpunkte beider Büschel 
(1.) und (2.), dann durch die {(m—1)’+(n—1)’+4(m—1)(n—1)} Pole, deren 
gerade Polaren bezüglich der 4 Curven f=0, f=0, y=0, g =0 sich im 
nämlichen Punkte kreuzen, ferner durch die 3(m—1)’ Doppelpunkte von 
ebensoviel Curven des Büschels (1.) und durch die 3(»2—1)' Doppelpunkte 
von ebensoviel Curven des Büschels (2... Die Curve T ist von der 
ı 3mn (m+n—2)— 2 (2m-+2n—3}"" Ordnung und hat jeden der m’ Grund- 
punkte zum {z(n-+2m—3)—2}fachen und jeden der r° Grundpunkte zum 
m (m-+2»n— 3) —2\fachen Punkt. 

Jeder den Curven T und T gemeinschaftliche Punkt ist der Berühr- 
punkt zweier entsprechender Curven aus (1.) und (2.), die sich doppelt be- 
rühren, und jeder gemeinschaftliche Punkt, in welchem sich T und T berühren. 
ist Schmiegungspunkt zweier entsprechender Curven aus (1.) und (2.). Heisst 
also d die halbe Anzahl der einfachen Schnittpunkte von T und T, r die 


Anzahl der Berührpunkte dieser beiden Curven, so hat man: 
(2m + 2n — 3) | Imn (m-+n — 2) — 2 (Qm-+?n—3)} | 
— na {m(m+?n —3)— 2} | — 2d-+?r. 


—m{n(n +2m—3)—?\ 
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Nun ist es leicht. die Zahl r zu finden. Denn zwei sich osculirende 
entsprechende Curven aus (1.) und (2.) berühren in ihrem Schmiegungspunkt 
zugleich die Curve T. Man braucht also nur die Anzahl der Curven aus (1., 
oder (2.) zu kennen, welche die Curve T berühren. Die Berührpunkte dieser 
Curven aus (1.) liegen auf einer Curve U von der 2 (n-+2m—3) (2n +2m— 3) 
Ordnung: nun berührt aber U die Curve T in den m’ Grundpunkten des 
Büschels (1.) und geht durch die »’ Grundpunkte des Büschels (2.). sowie 
durch die 3.» —1)’ Doppelpunkte der eben so vielen Curven aus dem Büschel 
(1.). Folglich ist die Anzahl dieser Curven (1.). die T berühren. oder die 
Zahl r: 

r = 2 (n-+2m—3) (2n+2m—3) —am’—n"—3 (m—1)' = 3|(m+n) (m-+n—6)-+2mn+5! 
übereinstimmend mit der von Steiner im 49°““" Bd. dieses Journals Seite 6 
gegebenen Anzahl. 

Für die Zahl d oder für die Anzahl der Paare sich entsprechender 
Curven. die sich doppelt berühren, folgt nun: 

d = mn (2m + 2n + Imn — 9m — In —11)— 6 (m’+n’ — dm —5n-+4). 

Legt man in (1.) und (2.) dem A und % die Zahlenwerthe 4, und %k, bei und 
nimmt A,. A, als Coordinaten eines Punktes P der Ebene, so liefern die Ver- 
bindungslinien dieses Punktes P und der mr Schnittpunkte der beiden Curven 


[+Mf =0. py+hy' =0 die mn durch P gehenden Tangenten einer Curve 4 


von der mn" Classe. So oft A,. k, der Gleichung (3.) genügen. gehört der 
Punkt P der Curve K selbst an. Daher ist (3.) die Gleichung der K in 
Coordinaten, also K von der m (m+2n — 3) -+n(n+2m—3)}"" Ordnung. Die 
beiden unendlich entlernten Punkte der Achsen der A und %k sind der eine 
ein n(n+2m—3). der andere ein m(m-+2n»—3)facher Punkt der Curve 
KA, welche die obengenannte Anzahl d von weiteren Doppelpunkten und 
ausser der obengenannten Anzahl r von Rückkehrpunkten noch weitere 
mm —1)+n(a—1)+(m—1)(n—1)} Rückkehrpunkte hat, deren jeder zwei ent- 
sprechenden, nicht eigentlich oseulirenden Curven aus (1.) und (2.) angehör! 


oder besser entspricht. 


München. den 29. Februar 1864. 
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Bemerkung zu „Hesse, Zerlegung der Bedingung 
für die Gleichheit der Hanptaxen eines auf einer 
Oberfläche zweiter Ordnung liegenden Kegel- 
schnittes in die Summe von Ouadraten.“ 

( Bd. 60, p. 305.) 

(Von Herrn Henrici zu Kiel.) 


In der Abhandlung, welche die Ueberschrift nennt, giebt Herr Hesse 
für die Diseriminante (A, —4,)’ der in 4 quadratischen Gleichung 


An—h Gy A. a | 

4 \ Au A). do b 
\(4.) 5 

d;,, d;;| 422) —/ 2 

| 

a b C 0: 





wo a,=a, und @+b’+c’= 1, verschiedene Darstellungen als Summe von 
10. 7, 6 und 5 Quadraten, indem derselbe die Ansicht ansspricht, dass eine 
directe Zerlegung in zwei Quadrate wegen der Complieirtheit der Coefficienten 
von 4, wenn nicht ganz unmöglich, so doch unausführbar wird. Lässt man 
jedoch als Wurzeln der Quadrate gebrochene Functionen von a, b, ce zu, so 
kann man leicht auch Zerlegungen in 2 Quadrate angeben. 

Man erhält eine solche Darstellung von (4, — 4,)' sofort. wenn man die 


Gleichung (1.) auf die Form 
(?.) 


bringt; denn dann wird 
(A, ug Ay)” —- (Eu — 9)" + de). 


Diese Umformung von (1.) in (2.) lässt sich in folgender Weise ausführen. 
Da zwischen den a, b, ce die Gleichung a’+b’+c’—=1 besteht. kann man 


6 Grössen &,, Pi» Yı5 &as Pr. 72 so wählen, dass dieselben mit a, b, e ver- 


bunden die Coefficienten einer orthogonalen Substitution bilden, also den Glei- 


chungen 
(3.) \ a+ßıtyı=1. a+R+p=1, e@+b+cC=1. 
(0. | | | 
/ %a-+ 2b +Y2C = v0, aa, + bP, u cYı — (. 0,0, + PP N Yıya () 





188 Henrici, zur Theorie der Kegelschnitte im Raume. 


venügen. Man bilde sodann die Determinanten 


a Pı 7ı 0 du Ay An a 
Fe u a pp 0 R- du Aı An b 
ab ed, | Ay Ay An € 
00071 a b ce 0 











und multiplicire A zweimal nacheinander mit 7. Setzt man hierbei 


y(2,Y,3) = Au2’+4,Y°+ 433 + 2a y3+ 2a, 30 + 2a, cY, 
pn = plan, Pirfıl» Pa pl, rs72), Pa Pla, b, ec). 
pn = pa tl p (R)+Pıp (P)tyıpy (y)}, u. Ss. w. 

so wird 

(u) 2p(Pı) 3 

3 (m) 4p(P) 49’ (7) 

ıp(a) ap lb) Ip 


a 
er 
[ 














PR 92 9m 0 __|9u m 


Yı ar %s 1 fa $n 
0010 





’ 














oder, da ./ die Determinante einer orthogonalen Substitution, also P=1 ist. 


fı 
fa Pa! 





R=— 





Substituirt man hierin au—4, aQu—4, Aay—) für Ay, Au, Ay, so geht R in die 
linke Seite der Gleichung (1.) über und aus %,,. iz, Y» wird unter Beachtung 
der Gleichungen (3.) Yu —#, Piz, Pa—4. Es folgt somit die in A identische 


Gleichung 
Anh Mh An a 
| a Ay A b Pu On | 
Ay . mA ee 9 | u el 
a b c 0 
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welche die gesuchte Umformung enthält. Die Diseriminante der Gleichune (1. 
wird also 
Pu fr) +4Qı: 


(nk) = ( 

As) = 

m j [ y I Ars En f > a k 2 f ' Y | „) ! \ ! ' 
= 19 (0, P1ı>Yı)- (2, Pr, Y2)Y + fa, y'(o; TA) +). 


(4.) 


Um die 6 hier eingeführten Grössen «, ß, y zu bestimmen. sind die 
Gleichungen (3.) aufzulösen. Da aber nur 5 derselben die 6 sesuchten Grössen 
enthalten, so werden letztere als Functionen der a, b, e und einer willkür- 
lichen Grösse erscheinen. Nun drückt Euler (Nov. Comm. Petrop. XV. p. 101) 
die Coelficienten einer ternären orthogonalen Substitution in folgender Weise 


durch drei unabhängige Grössen 4, u, v aus: 





hA,=1+4#— w—r', hB,=2(ku-+rv), hQ,=R(ir— u), 
| hA,=?(ku—v). hB, =1+wW“—r'—), hO, = 2[ur-+3), 
n. [1A: —=R(iv-+u). hB, =R2 (uv—i), hG, = 1+r’—— u), 
h = 144 + w+rV”. 


Bestimmt man also zwei von den Grössen 4, ı,. v so. dass drei in 
einer Horizontalreihe stehende Coefficienten die gegebenen Werthe a, b. e 


annehmen und setzt die Coeffieienten in den beiden anderen Reihen ent- 
sprechend gleich &,. Pi» Yı: a» Pa, 7, so erhält man drei verschiedene 
Werthsysteme für die letzten Grössen, jenachdem man den A, BD, C aus der 
ersten. zweiten oder dritten Reihe die Werthe a, b, e beilegt. Das erste 
dieser Systeme, welches man erhält, wenn man «, v so bestimmt, dass A,=a, 


B,=b, G,=e wird, und AA=0a,, A; = 0, u. S. w. selzt, wird 





























' b(1— 4”) +2c4 — c(1—4”) +2b4 
= -— = I —; 
1+4 4 
6) 3 A-+a—bN)A— AN) — 2bei 2 —_ bei — A’) +2 (I+a—bNA 
sc ya Ami) > RT A+Md+D) ° 
—beÜ-N)+2 (ta) 72 A+a-N)A—A)+?beA 
Be A+A)A+a) er A+)A+a)  ° 


welche Werthe jetzt für jedes A den Gleichungen (3.) genügen. Aus diesem 
System gehen die beiden anderen hervor, wenn man a, P, y: a, b, e; 4, u, 
v cyclisch vertauscht. Setzt man die Werthe (6.) in (4.) ein, so kommt: 








_(A-APA)Pa +0. , _ ZAA-A)Pıt(-A—AN)Q, 
Yı (n= (A-+4)’(I-+ a)’ ’ pa> (1+4A)’(1-+a)’ p) 


wo P, und Q, von A unabhängige Functionen der a, b, e sind, nämlich 
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P, 1-+-a) ja,a— a„a+?a,,c— 2a, b} 
| -(b’— ec’) fa ,(1+ a)’—a, 1+a—b')— a, (l1+a— ec) 
P +2a,bce+?Ra,e1+a)+2a,bi+a)!. 
Bi 0, Aa) jana—a,b— a,,c} 
- be tawl+a)—a, 1+a—b)— a, 1+a— ec, 
+ 2a, bce+?ray,el+a)+r2a,bil+a)! 
Yan sieht hieraus. dass die willkürlichen Grössen in den e, 9, y aul 
die Bedingungen y1—-4»=0. %,=0. unter welchen (1.) gleiche Wurzeln 


hat. gar keinen Einfluss ausüben. dass vielmehr beide Ausdrücke unabhängig 
von 4 gleichzeitig mit ?, und Q, zu Null werden. Da nun nur die letzteren 
Grössen von Interesse sind. so kann man in den @, 5, y die willkürliche 
Grösse von vorn herein verschwinden lassen und dann nehmen die oben er- 
wähnten drei Systeme folgende einfache Werthe an 
2 u 
@ eu 2 ae, = 


hr 
> ae 











uTıe 












KR, 





% 
Bu 
2 
e 
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Einsetzen in \4.) erhalten wir hieraus endlich 
901 (11m P3+408 _ P}+403 _ P2+4Q: 
uJ, “ “) \4 " 

(I--a 1--b)' I--c)" 


wodurch drei verschiedene Zerlegungen der Diseriminante in 2 Quadrate ze- 


veben sind. Die Wurzeln dieser Quadrate sind aber eebrochene Funetionen 


der a. b, e, sie sind ferner nicht homogen und vollständie unsvmmetrisch 
In Bezug auf die Symmetrie bemerke ich. dass die Gleichung 1.) die Eiren- 
schaft besitzt. durch evelische Vertauschung von a, b. e und der Indices 0. 


I. 2 der a,, ungeändert zu bleiben. eine Eigenschaft. welche daher auch ihrer 


Diseriminante zukommen muss. In unseren Darstellungen ist dies jedoch in 
der Form nicht gewahrt. es bilden vielmehr erst die drei Ausdrücke in 9 
zusammen ein System. dessen Form bei der obigen Vertauschung ungeändert 
bleibt. Die Zerlegungen in 10. 7 und 6 Quadrate. welche Herr Hesse zieht. 
haben dagegen diese Eigenschaft bewahrt, indem dieselben bis auf ein Quadral 


in den beiden ersten dieser Entwickelungen aus Systemen von je drei Qua- 
draten zusammengesetzt sind. welche eben wie die drei Ausdrücke in 9 
durch die angegebene evelische Vertauschung in einander übergehen 

Es hält nicht schwer von den Wurzeln der Quadrate in 9.) zu denen 


in den Hesseschen Entwickelungen überzugehen. Sucht man nämlich solche 


) 
lineare Functionen von a und a in denen die Nenner wegfallen. 
so bieten sich aus (7.) sofor! ”% 

Be ERBETEN. u, 
1—a | 1-a)' 
und entsprechend R,, R,., S,, 8 Ihre Entwickelung giebt die einfachen 
Ausdrücke 
R, = (a, —a„)abe—a,a(b’— e)+aub(b’+e)\—a,c(b’-+c 
R; = (a»—a,)abe—-a,b(*—a)+a,c(®+a)—a,alc-+a 
44) R. = (au— a,)abe—a,c(@—b’)+a„a(a+b)—a,b(a—+b 
948. = alau(b’—c) +a,(c’+a’) — an (a’+b’)!+2a,,c(a’+b')—2a bie +a 
S, = ba, c’—a‘) r4dn a+b’)— a, b’-+c' -2a,,d b’-+e — 2a,cla’+b"). 
S. = clay(a—b’)+au(b’+c)— ale +a’)}+2ayb(c’+a') —2a,a be‘). 


Dies sind bis auf das Vorzeichen genau die Ausdrücke. aus deren, 


Quadraten die Zerlegung [47] besteht, (wobei sich wie im Folgenden die in 


[ ] eitirten Nummern auf die Abhandlung des Herrn Hesse beziehen); denn 


die Entwickelung der Function [45] zeigt. dass 
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Ay era R,, do on —R,, Au . —R, . 


i8; | | 
=, sad, mwN. 


4, — 
Um auch die Wurzeln der zehn Quadrate in [21] durch die R und S 


auszudrücken. hat man nur zu beachten. dass dieselben. wie aus [19] und [45] 


folgt. mit den obigen a,;. durch die in =, y, z identische Gleichung 


bu N „ee 7 u %, we - ee | a „ ' , ' ‚0 @; 2 
Za,0.® y' 2° = (ar+by+ez) Sa, Ey 2 


zusammenhängen. wo die Summen über alle ganzen Zahlen auszudehnen sind. 


für welche +4, +% =3, 0o,+0,+%=?2 ist. Man hat also 


du =—aR,, a=—bR,, An = —ch.. 


Ad = —aSs,— bS,— cS.. 
(13. da = —ecR,—aS,, daw=—bR,—aus,, 
da, = — aR, . bS.., Aını — — cR, —bS _® 


Amp =—bR,—cS,, tn = —aR,—cS,. 


Nun bestehen zwischen den Grössen a,;, oder den ihnen proportionalen 
des Herrn Hesse einige Relationen. welche uns Relationen 
Art Aur ge 0 wird 


Grössen A,;, 

zwischen den R und S geben. Aus der Gleichung A,u+ 
(14. R.+-R,+-R. = 0 

und die Gleichungen 

Aut Aun + 3Asm 


(Hesse, Anal. Geom. 


—(, Ayıt As + 3A = 0, As + Au + 3A = 0 
d. R. p. 217, liefern unter Beachtung von (14. 
Genre = 0, 
(15. 'RbR,+aS. +cS, 0. 
Pr R,—-bS,+a$S, =. 
Diese vier Gleichungen (14.) und (15.),. welche man auch leicht aus 
den Formeln (11.) verifieirt. genügen. um alle sechs Grössen R und S durch 


I 


zwei von ihnen auszudrücken, und zeigen. dass alle verschwinden. wenn 
einfachsten zwei corre- 


zwei =0 werden. Für die letzteren wird man am 
um die Be- 


spondirende R und S nehmen. z. B. R, und S,. Wollte man. 


dingungen zu erhalten, unter welchen (1.) gleiche Wurzeln hat. zwei sym- 


metrische Functionen der R und S wählen. welche bei der eyclischen Ver- 
tauschung von a, b, e und der Indices O0. 1, 2 der a,; ungeändert bleiben. 
so würde man sehr viel complicirtere Gleichungen erhalten, als wenn man zwei 
t. 


7 


der Ausdrücke (11.) verschwinden läs 
Berlin, October 1864. 
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Ueber die Bestimmung der Gestalt einer krummen 
Oberfläche durch lokale Messungen auf derselben. 
(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 


Die bisherigen Untersuchungen über die Gestalt der Erde »ehen 
sämmtlich von der durch hydrostatische Gründe nahegelesten Voraussetzung 
aus, dass dieselbe bis auf geringe und nur zufällive Abweichuneen ein Sphä- 
roid ist, welches seine Drehungsaxe mit der Erde »emein hat. Dieses 
Sphäroid, welches man zum Unterschiede von der wirklichen die wahre Ober- 
fläche der Erde nennt, wird dadurch bestimmt, dass die auf der erstern wirk- 
lich ausgeführten Gradmessungen durch möglichst wenig beträchtliche Ab- 
änderungen der Beobachtungsresultate mit den auf der letztern ihnen ent- 
sprechenden in genaue Uebereinstiimmung gebracht werden. 

Das in Rede stehende Problem lässt sich indessen auch noch von 
einem zweiten Gesichtspunkte aus behandeln, welcher von jeder willkürlichen. 
wenn auch noch so annehmbaren Voraussetzung über die zu ermittelnde Ge- 
stalt der Erde unabhängig ist. und aus diesem Grunde zur Entscheidung über 
die Zulässigkeit einer solchen Voraussetzung führen könnte. 

Es versteht sich von selbst. dass auch bei dieser Untersuchung das 
Studium spezieller Terrains von der Bestimmung der Erdoberlläche im All- 
gemeinen getrennt werden muss. Aus diesem Grunde wird es keine will- 
kürliche Voraussetzung in sich schliessen, wenn man als die zu bestimmende 
Gestalt der Erde, mit Berücksichtigung unserer vorläufigen Kennlniss von 
ihrer allgemeinen Wölbung diejenige allenthalben gewölbte und stelig ge- 
krümmte Oberfläche E bezeichnet. welche mit der wirklichen Erdoberfläche 
nach Beseitigung ihrer lokalen Hebungen und Senkungen vollständig zusammen- 
fälll. Es muss hinzugefügt werden, dass die in der letzten Bedingung liegende 
Unbestimmtheit wegen der relativen Geringfügigkeit der zu beseitigenden Un- 
ebenheiten als thatsächlich gar nicht vorhanden betrachtet werden kann. 

Zur Orientirung über die Lage eines Punktes m auf der Oberfläche 
E sind die an die tägliche Bewegung der Himmelskugel geknüpften sphä- 
rischen Coordinaten desselben im vorliegenden Falle nicht geeignet, weil sie 
von der Beschaffenheit der Fläche E in der Nähe des Punktes m unabhängig 
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sind. also auch für sich allein keinen Rückschluss auf dieselbe gestatten. Ich 
bediene mich aus diesem Grunde zur Bestimmung der Lage von m auf E 
der sphärischen Coordinaten eines Punktes, den ich das wahre Zenith der 
Fläche E im Punkte m nenne, und verstehe hierunter denjenigen Punkt m 
der unendlich entfernten Himmelskugel,. in welchem diese von der in m auf 
der zugänglichen Seile von E errichteten Normale geschnitten wird. 

Dies festgestellt, erhält man aus den folgenden Untersuchungen für 
den vorliegenden Fall den Salz: 

Wenn die Oberfläche E eines sich nicht ins Unendliche erstreckenden 
Körpers allenthalben gewölbt und slelig gebogen ist, ferner in keinem 
Punkte derselben ein Hauptkrümmungshalbmesser unendlich gross oder 
unslelig ist. endlich für jedes wahre Zenith, unabhängig davon, welcher 
Punkt der Fläche ihm entsprechen mag. die Summe der in letzterem 
stattfindenden Hauptkrümmungshalbmesser gegeben ist, so ist die Fläche 
selbst und ihre Lage in der Himmelskugel völlig bestimmt, bis auf einen 
beliebigen mit ihr verbundenen Punkt, über dessen Ort im absoluten 
Raume noch verfügt werden kann. 

In Folge dieses Salzes kann die Gestalt der Fläche E mit jeder be- 
liebigen Genauigkeit bestimmt werden, wenn man im Stande ist, für eine ge- 
nügende Anzahl von Punkten derselben, über deren gegenseitige Lage keine 
anderweiligen Angaben erforderlich sind, 1) die sphärischen Coordinaten ihres 
wahren Zeniths, und 2) die Summe der in ihnen stattfindenden Hauptkrüm- 
mungshalbmesser zu ermilteln. 

In der That kann man unter dieser Voraussetzung die Summe der 
beiden Hauptkrümmungshalbmesser als Function der Coordinaten des wahren 
Zeniths darstellen, wobei man nur darauf Rücksicht zu nehmen hat, dass der 
bei der Interpolation zu Grunde gelegte Ausdruck in keinem Zenith unendlich 
oder unsletig wird, und einer im art. VIII näher zu bezeichnenden Bedingung 
genügt. Durch den numerischen Verlauf dieser Function und die übrigen 
Bedingungen des Satzes ist aber die Fläche E völlig bestimmt. 

Es muss hier unerörtert bleiben, in wie weit sich diese Resultate zur 
wirklichen Ausführung eignen. Die Grundlage zu derselben ist in dem Satze 
zu suchen, dass ein stetig gekrümmtes, hinlänglich kleines Stück jeder be- 
liebigen Oberfläche als einer Fläche zweiten Grades angehörig betrachte! 
werden kann. Die letztere muss für jedes passend gewählte Stück T der 
zur Untersuchung vorgelegten Fläche durch Messungen von derselben Ar! 
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bestimmt werden, wie man sie bisher zur Bestimmune des eanzen Erdsphäroids 
ausgeführt hat, und liefert dann für die Punkte des genauesten Anschlusses an 
T das wahre Zenith und die Summe der beiden Hauptkrümmuneshalbmesser. 


I. 

Dem vorliegenden Zwecke gemäss beschränken wir die nachfoleenden 
Untersuchungen auf den Fall, wo die vorgelegte Fläche E sich weder ins 
Unendliche erstreckt. noch auf ihrer zueänglichen Seite in verschiedenen 
Punkten gleichgerichtete Normalen hat. noch in Zusammenhang. Bieeung oder 
Krümmung irgendwo eine Unstetigkeit darbietet. Zur Vereinfachung schliessen 
wir überdies den Fall aus, wo ein Hauptkrümmungshalbmesser auf & unendlich 


I0- 


gross wird; es mag indessen beiläufig bemerkt werden, dass sämmtliche I 
sultate gültig bleiben. wenn dieser Fall in einer begrenzten Anzahl von 
Punkten eintritt, sobald nur nicht das Produet aus einem Hauptkrümmungs- 
halbmesser und jeder Potenz der Entfernung von einem dieser Punkte, deren 
Exponent kleiner als 1 ist, in demselben unendlich wird (art. Vb. und VI). 

Die nächste Folgerung, welche wir aus diesen Einschränkungen ziehen, 
besteht darin, dass nicht bloss zu jedem Punkte m der Fläche E ein einziger 
Punkt ut als wahres Zenith. sondern auch umgekehrt zu jedem wahren Zenith 
nur ein einziger Punkt der Fläche E gehört. 

Dies festgestellt, sei © der Nordpol der Himmelskugel,. A der Durch- 
schnitt des ersten Meridians mit dem durch C bestimmten Aequator, D der 
von A aus auf letzteren um einen Quadraten östlich entfernte Punkt. In dem 
hierdurch gegebenen Coordinatensystem soll die nach Osten wachsende Länge 
von m durch 9, seine nach Norden wachsende Breite durch 9 bezeichne! 
werden. 

Zur Bestimmung der Lage des entsprechenden Punktes m» im Raume 


bediene ich mich rechtwinkliger Coordinaten x, y, 3. welche in den durch 
die unendlich entfernten Punkte A, PB, C bestimmten Richtungen wachsen. 
Ueber ihren Anfangspunkt, der vorläufig nicht in Betracht kommt, kann erst 
später (art. VIII) verfügt werden. 

Nach dem, was oben festgestellt wurde. sind die rechtwinkligen Co- 
ordinaten von m durch die Länge und Breite von mt vollständig bestimmt, 
steligen 


Da ausserdem wegen des ununterbrochenen Zusammenhanges und der 

Biegung von E beide Punkte zugleich ihren Ort nach der Steligkeit ändern, 

endlich nach der Voraussetzung kein Punkt m im Unendlichen liegt, so sind 
26 * 
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v, y und z einwerthige, endliche und stetige Functionen der Variabeln 9 und 


a 


a 

y. und letztere von einander unabhängig. & 
. . . . A 

Da aber g und ® nicht bloss die Lage von m, sondern auch die Rich- A 


tung der Tangentialebene von E in diesem Punkte bestimmen, so sind sie 
rückwärts von den verschwindenden Aenderungen abhängig, welche r, y und 


= 





s durch eine unendlich kleine Ortsänderung des Punktes m anf E erleiden. 





Aus diesem Grunde erlangen x, y und z, wenn sie als Functionen von y 
und 9 dargestellt werden. bestimmte Eigenschaften. welche die Grundlage 
unserer Untersuchung bilden. 

1. 

Es seien cr, cy. ©z die Zunahmen,. welche die Coordinaten von m 
beim Uebergange zu einem auf E unendlich benachbarten Punkte m, erlangen 
Projizirt man das Linienelement mm, auf die Normale mm. und bezeichne! 
die Winkel zwischen dieser und den Richtungen der wachsenden Coordinaten 
durch (mA), (mD). (mC). so folgt: 

ercos(mA)+Cycos(mB)+czcos(ml) = 0; 
hier ist. weil % und # die Länge und Breite von m sind. 

cos md) = cosgeos#, cos ımB)=singcos®, cos(mÜ) = sin. 

An Stelle von # führe ich eine neue veränderliche Grösse »o mittelst deı 
Gleichungen 


1 az S 
1. cosd = —. sind =— 


ein. wo C und S den hyperbolischen Cosinus und Sinus bedeuten. also 


‘) De nen 


. . 


N 
Hl 
| 
| 
| 


— 8 _ 
ist. Damit also # seine Werthe von —!n bis —47 der Reihe nach erlange. 
muss o die reellen Werthe von —x bis —x durchlaufen. 


Daraus folgt 

















COST sin j ’ S 
3 cos(md)= —. cos(mB)= —. csml=-., 
\ i ( { 
wenn zur Abkürzung Ü und S statt C, und S, gesetzt wird, also weiter 
rn COSE Ing - } 
03 = ——08 Ss 0. 
endlich 
03 _ | > u u. 0 
’ ' \ ce u Ss a SG co —sın Y Bu 7° ; 
OR i er a \ ‘ 
— = — — | C08Y — + sing —- )- j 
eg S\ Y eg vom, 4 
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Da aber die Variabeln y und eg von einander unabhäneie sind. also 
jede Aenderung der einen die andere und ihr Differential ungeändert lässt, 
so muss man gleiche Resultate erhalten, wenn man von den vorstehenden 
Gleichungen die erste nach Y, die zweite nach 9 differentiirt. Multiplieirt man 
vorher mit S, und subtrahirt nach dem Differentiiren die erste von der zwei- 


ten. so folet 


- ) > 1 X Coy 
8) zer (sing - — — COSp — -). 


of ( 0 ( 4 
Zu diesen Gleichungen kommen noch andere. welche sich aus der 


Untersuchung über die Krümmung von E ergeben. 


ml. 

Um bei der Bestimmung der Krümmungshalbmesser von E jede Un- 
sicherheit in Bezug auf die Bedeutung der Zeichen auszuschliessen. zählen 
wir auf jeder Normale mm Abseissen R, welche im Fusspunkte »» Null sind. 
und in der Richtung nach dem Zenith m hin abnehmen, also auf der unzu- 
gänglichen Seite von E positiv werden. 

Bezeichnel man nun durch x, v, @ die rechtwinkligen Coordinaten 
eines der auf mm liegenden Krümmungsmittelpunkte von E, und durch R 
seine auf dieser Normale gezählte Abseisse. also abgesehen vom Zeichen den 


ihm entsprechenden Krümmungshalbmesser, so ist für jedes Vorzeichen von AR 





—u 2 2 yo j > s— w ’ 
—cos(m A). —— = cos(mB). —— = cos(mÜ) 
R BUNTE Ren R | 


Ertheilt man aber den Grössen y und o verschwindende Aenderungen 

und Co, welche so gewählt sind, dass m an dem zu R gehörigen Krümmungs- 

kreise entlang rückt, so bleiben a, e, w und AR ungeänderl. und es folg! 
ox=Rccos(mA). oy=Röocos(mB). ©z=Röcosm(). 

Von diesen drei Gleichungen, ebenso wie von den vorigen. folgt jedesmal 

eine aus den beiden andern. Führt man rechts die in (3.) gegebenen Werthe 


ein, so ergiebt sich 


(R _ 1 e )öy- r (R Gr. +) de = 0. 


cos °Y Sing 5 En 
-(R 7 öp+(R— - 4) 0 = Ö, 
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Von diesen Gleichungen dienen zwei zur Bestimmung von R und dem 


. r of y7* D . 
zurehörigen Werthe von -# , Eliminirt man den letztern, auf dessen Be- 
’ ; cd | 


S 


stimmung es hier nicht ankommt, so erhält man ohne Mühe aus den beiden 

ersten RREIERE mit Rücksicht auf Io die folgende 

vl = ” Y_98\_g 
So gg aw/T 

Bezeichnet man FE die beiden Hauptkrümmungshalbmesser von E 











R’—- RC’ E ni (sing- p — — cosy— 


- 00 dg 
im Punkte » durch R, und R,. indem man diese Grössen negaliv oder po- 
sitiv nimmt. jenachdem der zugehörige Krümmungsmittelpunkt auf der zugäng- 


lichen oder der entgegengeselzten Seite von E liegt. so folgt: 



































RN 0% 1 oOX oy\, R-+R, 
(6. | == (sin pP — 608% +... 
ä oo ( p © f ( 
u; C’/ox 0 oy ©X 
7) RR nr), 
Ss cp 00 cf 00 
IV. 
Durch Auflösung der Gleichungen (4.). 5.) und (6.) erbält man 
or 
n \ 0 co 
OX 03 08 „— R-+R, . 
== — Using — — Scosy — ——— sing. 
| op op oy ( 
01 Ki3 
\ 2. Ssing +7 Ccos g. 
| cg 77 4 
Y. 
| oı ; 02 RR 
= AUPERERR cosp — — Ssing + ——— 005g, 
op og og ( 


und wenn man diese Werthe in (7.) einsetzt, oder auf anderem Wege, 


/ 











10) RR-(R+R)C +(0 )+(e ) = — 0. 


Bezeichnet man durch © die Bu und setzt zur Abkürzung 
c+y = 4, 


so lassen sich die Gleichungen (8.) und (9.) in die beiden folgenden zu- 


sammenziehen: 
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in 37 r, » . ® .. Er 0 
Durch Gleichsetzung der beiden hieraus für —_ foleenden Ausdrücke er- 


cgög 


hält man, als Bedingung dafür, dass die Gleichungen ($.) und (9.) die voll- 
ständigen Dillerentiale von x und y liefern. die Gleichung 


2 ER. 2. I © /R-+R,\ 
4 og“ 04 CC © x oe 7 
Sodann erhält man 
O Q2 min ö > 
Ü ». C - Z, 7 N ) 
en a ine —— Ser (- Da It - ) 2- ‘ \ 7 Rh h ) 
ug ( f o0 ( Y .s. fi p ( 
oder wegen der vorigen Gleichung 
U 00 \ ( Op \ (' 


Durch Trennung des Reellen vom Imaginären ergiebt sich endlich 





Oz, o’zx So R, -R, \ 
IL) + = - 7 <-(cosy are — (sinp =), 
r co of ( oO ( f \ r / 
o'y oy S 0 J R, KIA; R—+R, \ 
> — - —— =. o dd —— | — OS —— . 
iu oo op U c0 sin F Ü ET f Sue F (' ) 
V. 


Die im vorigen art. gefundenen Differentialgleichungen gewähren das 
Mittel zur Lösung der Eingangs gestellten Aufgabe. die Fläche E mit Rück- 
sicht auf die übrigen von ihr verlangten Eigenschaften unter der Voraus- 
selzung zu bestimmen, dass an ihr entlang für jede Richtung der Normale. 
unabhängig von der Lage ihres Fusspunktes. die Summe der beiden Haupt- 
krümmungshalbmesser, d. h. letztere als Function jener gegeben ist. 

Unsere nächste Aufgabe besteht nun darin, aus den von der Fläche 
E verlangten Eigenschaften für die Functionen x, y und z diejenigen Grenz- 
und Stetigkeitsbedingungen abzuleiten, welche zu ihrer völligen Bestimmung 
durch die Differentialgleichungen (1.). (Il.) und (Ill.) erforderlich sind. 

Zu diesem Zwecke betrachte ich og und @ als rechtwinklige Coordi- 
naten in einer Ebene, wobei dann zu beachten ist, dass, weil g die öst- 
liche Länge des wahren Zeniths bedeutet. von dieser Ebene nur der durch 
die Ungleichheit O0 <<< 27 begrenzte Streifen in Betracht kommt. 

a. Zunächst ist die schon früher gemachte Bemerkung zu wiederholen, 
dass in Folge jener Bedingungen x, y und z allenthalben einwerthige, end- 
liche und stetige Functionen von o und % sind. 
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b. Da ferner AR, und AR, der Voraussetzung gemäss nirgendwo un- 
endlich werden, so folgt aus der oben gefundenen Gleichung (10.), 


(ao) - (Ara), 


. 


, 0% SA r a R ‘ 
dass Ü° re und ei nirgendwo, auch für o= + x nicht, über alle Gren- 
oc Tu 





























en 


numerisch nie 





zen wachsen. In der 





. 2 © 
That erkennt man leicht. dass C° . 
} C 











orösser als die halbe Differenz der beiden Hauptkrümmungshalbmesser wird. 




















. x y? 03 . . 
und in Folge dessen Ge stets zwischen den Grenzen R, und AR, einge- 


schlossen bleibt. 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (8.) und (9.) folgt hieraus, dass die 
ersten Derivirten von ©, y und z in keinem Punkte unendlich werden, und 
wenn der numerische Werth von o über alle Grenzen wächst, so stark ab- 
nehmen. dass die Producte 


„f 02 0% 02 © &y 
s ( c(z I de? dr 


sämmtlich unterhalb endlicher Grenzen beharren. 








c. Hieran schliesst sich der Satz, dass es in der Ebene der o, y 
keine Linie giebt, auf deren beiden Seiten eine der ersten Derivirten von 
r, y. z verschiedene Werthe hat. 

Zunächst sind x, y und z wegen ihrer Stetigkeit auf beiden Seiten 
einer beliebigen Linie die nämlichen Functionen ihres Bogens o, also auch 


oy 0 
ee auf beiden Seiten dieselben. 





ihre Derivirten 
[020] 

Errichtet man ferner im Anfange des Bogenelementes ©o über ihm 
die Normale ©» so. dass ©n und Ög denselben Winkel wie Öo und Öo ein- 


schliessen. so ist 


03 03 00 03 0 02 03 00 03 09 


Ze a | fie 








00 co co cp Co on op co co 00 


welche Gleichungen auch für x und y gelten. Folglich erhält man aus den 
Gleichungen des art. IV, indem man 2 durch seinen Werth ersetzt: 
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Diese Gleichung zeigt wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von R,-+-R,. dass 
02 : n : . ’ 
auch —- beim Durchgange durch ©o keine Unstetiekeit erleidet. 


Da hiernach die ersten Derivirten von 3 sich beim Durcheanse dureh) 
co nach der Stetigkeit ändern, so gilt dasselbe wegen (8.) und /9.) auch 
von den ersten Derivirten der beiden andern Coordinaten = und y. 

d. Da die Lage des ersten Meridians auf der Himmelskusel nach 
Belieben gewählt werden kann, und durch eine Aenderung derselben g nur 
um eine constante Grösse, sein Differential gar nicht geändert wird. so fole! 
aus dem Vorangehenden, dass. x, y und z nebst ihren ersten Derivirten beim 
Durchgange durch denselben stetig bleiben. 

Daraus folgt für die Ebene o, y, dass jede dieser Funetionen für den- 
selben Werth von g auf beiden Begrenzungslinien 9=0. g = 27 denselben 
Werth erlangt. 

e. Den Polen der Himmelskugel entsprechen zwei Punkte der Fläche 
E. in denen die Länge g jeden beliebigen Werth hat, ohne dass ihre recht- 
winkligen Coordinaten unbestimmt werden. Folglich werden letztere von y 
unabhängig, wenn go unendlich grosse Werthe erlangt. 

Diese Sätze enthalten für die hier zu lösende Aufeabe alles. was zur 
völligen Bestimmung der Funetionen x, y und z ausser den Diflerentialglei- 
chungen I., IH. und II. an Grenz- und Stetigkeitsbedingungen erforderlich 
ist. soweit diese Functionen nicht von der bis jetzt verfügbar gebliebenen Lage 


[> 


des Coordinatenursprungs abhängen. 
v1. 

Zur Bestimmung der Funclionen x, y und z suchen wir die Lösung 
der folgenden Aufgabe, aus welcher sich jene durch Partieularisirung ergiebt. 

Es sei ıı eine Function von vr und f, welche für alle reellen Werthe 
von r und von f=0O bis f=27 den folgenden Bedingungen genügt. 

1. u und seine ersten Derivirten sind überall einwerthig, endlich. 
und ersteres in keinem Punkte, letztere an keiner Linie entlang unstelig. 

2. u genügt der Differentialgleichung 


OR, Em 
ten Fer). 








.. . 14 ou % 
3. Für den nämlichen Werth von r erhalten u und — an der Grenze 


of 
f=0 dieselben Werthe, wie an der andern Grenze f= ?n. 
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4. Für unendliche Werthe von r verschwindet ._; u selbst wird 


von f unabhängig. 

5. Die Summe der beiden für v=+x und vr=—x eintretenden 
Werthe von u ist gegeben. 

Die zu lösende Aufgabe besteht darin, 1) die Function u zu bestimmen 
und 2) die Beschränkungen anzugeben, denen die gegebene Function Fr. f 
vermöge der u auferlegten Bedingungen unterworfen ist. 

Die erste Frage erledigt sich durch die Bestimmung desjenigen Werthes 
#, den die Funelion u in einem beliebig gewählten Punkte v=o, f=g er- 
langt. Um denselben zu finden. multiplieire ich die Gleichung (2.) mil 


dem Faeclor 


1 
we 22 An le (C (r—0o)— cos( f-% )) 


und dem Elemente ercf einer um den Punkt o, Y herumführenden Fläche T 
deren innerer Rand ein um diesen Punkt mit dem Halbmesser e beschriebener 
Kreis A ist. und deren nachher zu bestimmender äusserer Rand S heissen 
soll. Beide Ränder soilen sich innerhalb des hier allein zu betrachtenden 
Sıreifens 0 <f<< 27 halten. 

Man erhält diesen Factor ®, indem man mittelst des von Herrn Rie- 


le((t—-e)’+(f-9)) 


zunächst den gesuchten Werth x durch Begrenzungswerthe von ıı und seinen 





mann (Inauguraldiss. S. 15— 14) angegebenen Factlors 


ersten Derivirten ausdrückt. und dann diese leiztern nach dem von mir in 
meiner Inauguraldiss. S. 39 angewandten Verfahren mit Hülfe von Bedingungs- 
gleichungen eliminirt,. welche sich mittelst desselben Factors ergeben. wenn 
man seinen Unsleligkeitspunkt 90, y aus dem Streifen O<y<<2r hinaus 
verlegt. also g durch einen ausserhalb dieser Grenzen liegenden Werth g, 
erselzt. Mit Rücksicht auf die Bedingung (3.) findet man leicht, dass für 
f,—% alle Vielfachen der ganzen Breite jenes Streifens genommen werden 
müssen, und gelangt nun durch Verbindung dieser Multiplicatoren zu dem 
nach f periodischen Factor w. 
Durch Integration über die Fläche T erhält man 


c’u u ui R \ nn 0nop 
Je n. -)öröf = - [Fi f)&örör. 


q o’w , h er rs En in 
Da auf T überall a tape = 0 ist. so lässt sich die linke Seite in die Form 
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bringen. und es hat hiernach der Factor » die Eigenschaft, die Inteeration 





ohne vorläufige Kenntniss der Function u zu ermöglichen. d. h. die Elimination 
aller zwischen den Rändern von 7’ staltfindenden Werthe dieser Funetion zu 
bewirken. Dass dieser Factor ausserdem die Eigenschaft besitzt. bei eehörieer 
Erweiterung der Fläche T, auch alle übrigen unbekannten Werthe. bis auf 
den gesuchten Werth #, zu eliminiren. also diesen zu bestimmen. wird sieh 
aus dem Folvenden ergeben. 

Sind eöo und ©S die stets posiliven Bogenelemente von K und 
und bedeutet ©» das erste Element der über 6S aus T hinaus errichteten 
Normale. so ist nach einem bekannten Salze, sobald P und O zwei auf T 
überall einwerthige und endliche Functionen sind. welche höchstens in ein- 


zelnen Punkten. aber an keiner Linie entlang, unstetie werden. 


‘cP i 
SZ öröf = /P.08- P-c00, 
e oY on 

oO. a: ; n@ / of Re 
SER U = IU Eu 08-] 05. 000 


Die linke Seite obiger Gleichung geht hiernach über in 


j ou 00 oOw 2 
u — — u -— )08- [ww — — 1 —— )c00. 
« 9 © 7 Oo Ü 


Der Werth des über K erstreckten Integrals ergiebt sich für verschwindende 
Werthe von ce wie folgt. Statt der im Bogenelemente eco stattfindenden 
Coordinaten r, f führe ich den Winkel o mittelst der Gleichungen f—y = ecos9, 


'Y—-o=esino ein; dann wird dort 











1 u 
— f l Br, sch, l + > y ‘ 
u le grt c0s20...), 
ow 1 c—4c’cos?2o... 
cc 2m c’— 25C0'c08R20...’ 
.. . . . 2 OÖ (6) 1 » r 
woraus für ein verschwindendes e limew = 0, lim e7- =. folgt. Da gleich- 


u U: ’ TER 
zeilig —— nicht unendlich gross wird, u dagegen ohne Unstetigkeit in den festen 


Werth z# übergeht, so folgt 


(ou OW\ nL_ 
lim — ni c00 —= Mu. 
OC oc 
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In der hieraus folgenden Gleichung 
1.) “= at -o oS-+- /Fi.f)wcrcf 
N 1027 On 
ist das erste Integral zur Rechten über den ganzen Umfang der Curve S, 
das andere über die von ihr eingeschlossene Fläche zu erstrecken, und die 
Summe beider von der Gestalt der Curve S unabhängig. so lange sie den 
Punkt ao, g einschliesst. 

Dies festgestellt, ersetze ich S durch ein den Punkt go, Y einschlies- 
sendes Rechteck mnop, dessen Seiten mn, no, op, pm der Reihe nach durch 
die Gleichungen v= —g, f=?2a, v=h, f=0 gegeben sind. Dann zerfällt 
das über S erstreckte Integral in vier Theile, die ich (mn), (ro), (po), (mp) 
nennen will. Es wird aber 


m I (no) I ( ” 0W ot ) de fu #12) Br ou ) 2 
N )- ? ) ‚ —- U — . ( F — ze s P, 
P) \ / of } 0) 5 of of f rs 


/ 








also diese Summe gleich Ken weil die entsprechenden Elemente beider In- 
. Ow Don . 4 
tegrale sich wegen der auch durch » und n72 erfüllten Bedingung (3.) ge- 
7 zun: 


senseilig aufheben. Sodann erhält man 


ou wi 
90) = = (a | ) C 
Gi: HI, 0b 


2 


’W ou a 
(n )) = u ns ) Of. 
ın) A l dr (07) ör ’ of. 


() 
Hua -/ (©: S(h—0) nn ee f 
) - — — nt . ” 
‚Pe, An C(h— o) — cos(f— %) h Or /ıh ui 


zU/ u S(q-+o) () ou er: 
(mo) nam / ( . - - (9 | 0) — —t — ) cf. 
1 4n C(g u 5 0) —6G08 (f— f) G OT /r —o0 


Lässt man nun g und A über alle Grenzen wachsen, so verschwindet in 








oder 











. \ . W 
beiden Integralen der Subtrahend wegen der Bedingung (4.), da 1. und 


. . E_ . . 1 . . 
wie leicht zu sehen ist, beide gegen die Grenze —- convergiren. Ferner 


4r 
haben die Factoren von - die Einheit zur Grenze. während u in beiden 
Fällen von f unabhängig wird. 
Ist also « der für v=+x, u, der für v=—»x eintretende feste 


Werth von u, so wird, wenn g und A über alle Grenzen wachsen. 


+ u 


lim((po)+(mn)) = —— 


























re; 


2" 
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Durch die nämliche Erweiterung des Rechtecks mnop geht also die 

für « gefundene Gleichung in die folgende über 
(IV.) u = nf p | Für. fJworcf, 
u 

welche den gesuchten Werth x# durch bekannte Grössen ausdrückt. also die 
Lösung der ersten Aufgabe enthält. 

Die vorstehende Gleichung muss für 9= +», u=w, für o 2°, 
x—=u,. also in beiden Fällen «—x, durch ein Integral ausgedrückt liefern. 
Zu dem nämlichen Resultate gelangt man bequemer, und ohne der Lösung 


der zweiten Aufgabe vorzugreifen, indem man die Gleichung (2.) mil 


77 rorof multiplieirt, und dann zwischen denselben Grenzen. wie in I\ 
integrirt. Man findet sofort 


St; W"— u | ” RE ar 
V.) — - --/ / Fir. f)rorof. 
\ J 2 An. j \ Fi} f 


S. 


vn. 

Wir gehen jetzt zur zweiten Frage über, ob die Function F bis aul 
die in IV. und V. hervortretenden Convergenzbedingungen vollkommen will- 
kürlich gegeben werden kann, oder ob die der Function u auferlegten Be- 
dingungen noch weitere Beschränkungen in der Wahl von F nach sich ziehen. 

Beschränkungen dieser Art. falls sie überhaupt existiren, müssen in 
Gleichungen bestehen, welche keinen Aufschluss über die Function u mehr 
enthalten. also aus (2.) durch Elimination sämmtlicher Werthe von u ge- 


funden werden. 


Um diese Elimination zu bewirken, multiplieire ich die Gleichung (2 


mit einem geeignelen Factor (2 und mit Oröf, und integrire dann über alle 
Werthe von r und f. Damit hierdurch zunächst alle innerhalb der Begren- 
zung stattfindenden Werthe von u eliminirt werden, muss 42 nebst seinen 


ersten Derivirten zwischen den Grenzen einwerthig, endlich und bis auf ein- 
ao’ co’ 
0 





zelne Punkte auch stetig bleiben, und der Differentialgleichung — - Fr 
= g 


“ 





genügen, weil jede mit den übrigen Bedingungen verträgliche Verletzung einer 
derselben eine Theilung des Integrationsgebietes nöthig macht. und zu einer Glei- 
chung zwischen den an der Theilungsstelle stattfindenden Werthen von u führt. 
Damit ferner die an den Grenzen f=0, f=2: stattfindenden Werthe von u sich 
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022 .. ” “ . W 
weeheben, müssen auch (2 und —- für das nämliche v an beiden Grenzen 


of 





















dieselben Werthe erlangen. 
Sind diese Bedingungen erfüllt, so wird 


> 2 - : „ 
ODLE/r Nu, 2 — () eu u OR | . cf 
jei \t» f)« vof / 2 or u or J_, of. 


v0 








Ausserdem ergiebt sich aber aus denselben. etwa indem man die Glei- 
chung (11.) auf (2 anwendet, dass (2, ausserhalb etwa vorhandener Unstetig- 
keitspunkte. in seinem ganzen Verlaufe durch einen nach den Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von f fortschreitenden Ausdruck dargestellt werden kann. 
von dem es in jenen Punkten nur um messbare Grössen abweicht. und man 
erhält dann aus der Differentialgleichung 
2 = A+Ae'cos(f-a)+A;e" cos(2f—«,) 
+ Be” cos( f—b,)+B,e”"cos(2f—b; 


Dieser Ausdruck zeigt sofort. dass die noch rückständige Elimination 





. ou ie 
der für v=+»x eintretenden Werthe von z, und ı. wenn man sich jeder 


neuen Bedingung über die dort verschwindenden, von f abhängigen Theile 
von ıı enthält. nur dann gelingt. wenn der Ausdruck für (2 auf sein erstes 
Glied A redueirt wird. 

Für 2=1 fällt die rechte Seite völlig weg. und es ergiebt sich als 
einzige. der Function F aufzuerlegende Bedingung die Gleichung 


ka Ei, Neröf = 0. 


i 2 5 s e ol . f 
Da dieses Resultat von der Geschwindiekeit. mit welcher —- im Un- 


endlichen verschwindet. unabhängig ist. so gilt es auch für die bei der Be- 
stimmung von x, 9, 3 für F zu wählenden Functionen. 


VI. 


Seien jetzt 0° und o, diejenigen beiden Punkte der Oberfläche E. 
deren wahre Zenithe der Nord- und Südpol der Himmelskugel sind. Den 
bisher verfügbar gebliebenen Anfangspunkt der Coordinaten x, y, z verlegen 
wir in die Mitte zwischen 0’ und o,. so dass. wenn die Coordinaten dieser 





Punkte beziehungsweise «', y’, 2 und x. Yı, 3, Sind, 
e+=0, y+y=0,. 2+3,=0 
wird 
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Bezeichnet man daher die Werthe,. welche R,. R,. S und C für 
o=r, g=f annehmen, durch R,, R;. S und E, so folet aus IV. mit Rück- 
sicht auf die durch die Gleichungen (1.). (1.). (I1.) jedesmal „egebene 


Bedeutung von F, wenn wie oben 











07) s(O(t- -0)—cos(f—-Y)) 
veselzt wird, 
=: _O ( MN Of: RR 
A — —— COS — a sın — Zu 2) WET . 
/ Le & [ 6 of / Ü A 
1 So IHR, © HR, ag 
Y I Ca 3 37 / CC, VOTOF. 





RR, 
(TE vr 
G )wöröf. 


den RER Formeln, nach vr von —x bis x. nach / 





wo, wie auch in 
„wischen den Grenzen O und 27 zu integriren ist. 


n r e 

Ersetzt man hier ® durch — 7; 59 erhält man nach V.. weil 
2 - KL . . . . . ® r 
— — — r’ ist, die Coordinaten desjenigen Punktes 0’, der sein wahres Ze- 


nith im Nordpol der Himmelskugel hat. Wegen der Stetigkeit von R,+R 


fallen die Glieder mit den nach f genommenen Derivirten weg. und es folet: 


j 1 ’ S ) Rt, I$ 
Eee nf A 6 nn )reosföröf. 





Ar or 
1 . (> Pa R, 

’ er 

nA h.. 5a " ) vsin ori 

Y Ar Bb or > ec / E 
| f I 8 > N 

' DEN 

Mi  — —— ( I Ir Orc 

A Ar. & or \ ) / 


Ersetzt man endlich » durch die Einheit. so erhält man mit Rück- 
sicht auf VI. die den rechten Seiten von I.. IH. und II. aufzuerlesenden 


Bedingungen, welche sich auf die folgenden reduciren: 


Oo, u 2 
/ Er ( s cosforof 


nen u z = Tr )sinföröf 0. 


fi or (4 hun or of = UV. 





. & 





Da R+R;, als Function von go und Y gegeben oder durch Interpolation dar- 
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oestellt werden muss, so enthalten die vorstehenden Gleichungen eine bei 
der Wahl dieser Function massgebende Bedingung, ohne deren Berücksichtigung 
die übrigen Bedingungen des Problems untereinander in Widerspruch ge- 








bracht werden. 
Die sämmtlichen auf R,+R, bezüglichen Bedingungen lassen sich da- 
hin zusammenfassen, dass diese Funclion nirgendwo unendlich oder unstelie 







werden darf, und dass in ihrer Entwicklung nach Kugelfunctionen der cos (mA). 






cos(m BD). cos(mÜ) das zweile, nach diesen Cosinus lineare und homogene 
Glied fehlen muss. In der That führen die vorstehenden Gleichungen un- 


R,- ‘KH, 


N, 





























mittelbar auf diese leizte Bedingung, wenn man die Derivirte von 


durch theilweise Integration wegschaflt, und dann an Stelle von r das Sup- 


plement der Breite 9 einführt. 


IX. 
Für ein abgeplattetes Sphäroid S, dessen Umdrehungsaxe zur z-Axec 


parallel ist, hat man 


#E #: Q ( cosh ), 


u sındcosVU oO 4_—_,’sinO° 











wenn die Wurzel positiv genommen wird, und a den Halbmesser des Ae- 
quators. & die Excentrieität der Meridianellipse bedeutet, also die Abplattung 
a = 1—y1— 8 ist. 

Umgekehrt kann nach den obigen Resultaten eine Fläche E, welche 
der vorstehenden Gleichung gemäss verläuft, nur dann von dem Sphäroid 5 
verschieden sein, wenn sie entweder auf ihrer zugänglichen Seite in ver- 
schiedenen Punkten gleichgerichtete Normalen hat. oder sieh ins Unendliche 
erstreckt, oder Stetigkeitsunterbrechungen in Zusammenhang, Biegung oder 
krümmung darbietet,. wobei jedoch von der Frage, ob bei obiger Gleichung 
auch jeder von diesen Fällen möglich sei, Abstand genommen ist. Sind 
aber alle diese Fälle ausgeschlossen, so fällt die Fläche E entweder mit 5 
zusammen. oder sie kann mit S durch eine Verschiebung ohne Drehung 
zur völligen Deckung gebracht werden. 

Wenn daher die obige Gleichung bei passender Wahl von a und : 
in einer genügenden Zahl von Punkten der Erdoberfläche erfüllt würde. so 
wäre dies allein schon hinreichend, um die Identität der letztern mit dem 








Sphäroid S sicher zu stellen. 
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Abgesehen von den Schwierigkeiten, welche die hier »eforderte 
genaue Bestimmung des wahren Zeniths und der entsprechenden Hauptkrüm- 
mungshalbmesser darbietet, gewähren die obigen Resultate den Vortheil, eine 
stufenweise und nur durch die nothwendige Unvollkommenheit der Messungen 
begrenzte Annäherung an die Wirklichkeit zu gestalten, indem die veschlos- 
senen Ausdrücke für die Coordinaten x, y, 3 die Werthe der Funetion RR, 
nur linear enthalten, also für jedes Glied, welches zur genaueren und voll- 
ständigeren Darstellung dieser Funetion in ihren Ausdruck neu aufgenommen 
werden muss. ein von den bereils vorhandenen Ausdrücken für die Coordi- 
naten unabhängiges Correctionsglied zu denselben liefern. 


Zürich 10. December 1864. 


. 
_ 


Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft 3. r4 
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Ueber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich 
als elliptische Eunctionen eines Parameters 


darstellen lassen. 
(Von Herrn A. Clebsch zu (siessen.) 








Der vorliegende Aufsatz behandelt die Theorie desjenigen Geschlechts 
ebener Curven, für welche in dem nach Riemann von mir festgehaltenen 
























Sinne p= 1. welche also mit Hülfe nichtlinearer Projeclion in Curven dritter 
Ordnung übergeführt werden können. Diese Curven besitzen, wenn ihre 


Ordnung rn ist, —,——- Doppel- und Rückkehrpunkte; ihre Natur hängt we- 


sentlich von einer einzigen Constante ab, dem Modul der entsprechenden el- 
liptischen Funclionen, und diese characteristische Constante hat die einfache 
veometrische Bedeutung eines bestimmten unveränderlichen Doppelverhältnisses. 
ähnlich wie bei den Curven dritter Ordnung der Modul dies Doppelverhält- 
niss der von einem Punkt der Curven an sie gezogenen Tangenten angiebt. 

Entspricht so jedem Punkt der Curve ein bestimmter Werth eines 
elliptischen Integrals und umgekehrt, so giebt das Abel’sche Theorem für die 
zwischen den Schnitipunkten der Curve mit einer andern algebraischen Curve 
zu erlfüllenden Bedingungen sehr einfache Relationen zwischen den entpre- 
chenden Integralen erster und zwischen gewissen Integralen dritter Gattung. 


Sy 


Die Aufgabe, aus einigen Punkten des Schnittpunktsystems die übrigen zu 


finden, führt sodann zu einem Umkehrungsprobleme, dessen speciellsten Fall 
Hr. Rosenhain in seiner Preisschrift behandelt hat. Das allgemeine Problem. 
dessen Lösung hier gegeben wird, ist folgendes: Die Summe von m Integralen 
erster Gattung, und m—1 Summen von je m gleichartigen Integralen dritter 
Gatlung sind gegeben; man soll eine Gleichung m'" Grades angeben, deren 
Wurzeln die m in jenen Integralen auftretenden oberen Grenzen sind. 

Als Anwendung der allgemeinen Theorie habe ich denjenigen Fall 
behandelt, welcher nächst den Curven dritter Ordnung der einfachste ist, und 
welcher zugleich bei vorhandenen Doppelpunkten das Wesen der hier anzu- 


stellenden Untersuchungen vollkommen erkennen lässt. nämlich die Curven 









vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 
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$. 1. 


Characterisirung der zu betrachtenden Curven. Ihre Coordinaten werden mit Hülfe 
eines Systems von Curven (a — 2)!" Ordnung durch einen Parameter ausgedrückt. 

Diejenigen algebraischen Curven »" Ordnung, welche es vestallen. 
ihre Coordinaten als rationale Functlionen von sinamz. cosama, JSamu aus- 
zudrücken. wobei x die Stelle eines veränderlichen Parameters versieht. werden 
dadurch characterisirt, dass sie ee Doppel- resp. Rückkehrpunkte be- 
sitzen. Die wirkliche Darstellung der Coordinaten in jener Form kann man 
folgendermassen ausführen. 

Die n.n— 3 

ante 


5 — Doppelpunkte (Rückkehrpunkte als specielle Fälle immer 
mit einbegriffen) bestimmen zusammen eine einzige Curve (2-3) Ordnung. 





welche sich durch dieselben legen lässt. Will man aber Curven » -2"" Ord- 
nung hindurchlegen,. so kann man auf der gegebenen Curve noch (n— 2 
weitere Punkte beliebig annehmen. Diese mit den Doppelpunkten zusammen 
bestimmen einen Büschel von Curven (2— 2)" Ordnung, deren jede die ge- 
gebene noch in zwei andern Punkten schneidet. Sei f=0 die Gleichung 
der gegebenen Curve, v--4e =0 die Gleichung des Büschels. und legen wir 
einen Büschel von Geraden a-+ub= 0 mit beliebigem Scheitel, deren Strahlen. 
nach den Durchschnitten von f=0 mit «+40 = 0 gerichtet sind. Eliminiren 
wir nun aus den Gleichungen 
(1.) f=-0, u+se=(, a+ub=0O 

die Coordinaten, so erhalten wir eine Resultante 24, u) =0,. und zugleich 
die Verhältnisse der Coordinaten als rationale Functionen von 4, u. Unter- 
suchen wir diese Ausdrücke und die Resultante £2 genauer. 

Wenn wir. ohne auf die gegenseitigen Beziehungen der Coelfieienten 
von f, a, ®e zu achten, diese Bildungen vornehmen, so gelangen wir zu einer 
Resultante (2, welche vom Grade »—2 für die Coeflieienten von f, vom Grade 
» für die von @-+4e, und vom Grade ».»—2 für die von a+ub ist. Be- 
trachten wir die Gleichung (2=0 als Gleichung für 4, so giebt sie die 
Parameter, deren entsprechende Curven durch je einen der » Schnittpunkte 
von f mit einem Strahl a-+ub hindurchgehen. Setzen wir dagegen an die 
Stelle der Coefficienten von a-+ub beliebige Liniencoordinaten, und betrachten 
diese als Veränderliche, so stellt (2 offenbar das Product von 2.» —2 linearen 
Factoren, also den Complex derjenigen »n.n—2 Punkte dar. in denen f von 


der Curve u-+4v getroffen wird. 


28 * 
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Bezeichnen wir ferner durch fir, “rs ©) die Coefficienten von 


xx, in f, u, e, und setzen wir 






a= am +, m ta, 0%, b=ba+bn+b;,T;. 






so werden nach bekannten Regeln (vgl. .Salmon, Algebra der linearen Trans- 





formationen. übers. v. Fiedler, p. 74.) die Verhältnisse der den Gleichungen 





1.) genügenden Coordinaten aus folgenden Formeln gefunden: 

















Untersuchung der Discriminante von 2 = (0. 

Die Discriminante D der Gleichung 2 in Bezug auf « ist. da (2 selbst 
für « vom Grade ».»—2 ist. vom Grade 2» —2n—1) für die Coeffieienten 
von (2, also vom Grade 2 |»’—2rn —1) für 4, und vom Grade 2n 'n—2 (n —2n—1 
in Bezug auf. die a und b. Setzt man D=0,. so entsteht eine Gleichung 
für 4, welche diejenigen Werthe liefert. für welche zwei Wurzeln u ein- 
ander gleich werden. 

Das letztere aber kann auf doppelte Weise geschehen. Erstlich kann 
eine solche Curve a+4e=0 die Curve f berühren. und deswegen zwei 
Strahlen @a+ub, welche nach dem Berührungspunkt gezogen werden. zu- 
sammenrücken. Oder zwei Schnittpunkte von f mit @«+4r liegen in einer 
Geraden mit dem Büschelscheitel, und diese Gerade wird deswegen Doppel- 
strahl. Ich werde zeigen. dass jeder Werth von )., für den das letztere ein- 
tritt, eine Doppelwurzel der Gleichung D=VÖ ist. 

Für einen solchen Werth von 4 und den zugehörigen von « ist näm- 

he 20 
lich erstens. weil zwei Werthe von « zusammenfallen. neh Aber zu- 
eleich werden die Werthe der x nothwendig unbestimmt. weil zwei Punkte x 
sleichzeitig allen Bedingungen genügen: es müssen also die rechten Theile 
von 2.) sämmtlich verschwinden. so dass auch 
c2 cR 


C 







1 









s 
"A ru CU 








ei PR 7 
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\ m N « . Oi; “ ’ 2 x Rp , . x 
Denken wir uns also (22, u O als Gleichung einer Curve. deren 
rechtwinklige Coordinalen 4, « sind. so hat diese Curve bei dem in Rede 
stehenden Werthepaar A, « einen Doppelpunkt. Aber D--0. welches das 


80 


Zusammenbestehen von 2 = 0. = -V angiebt. ist die Gleichune. welche 
die der Axe « parallelen Tangenten der Curve liefert. Da nun ein Doppel- 
punkt stels zwei Tangenten absorbirt. so ist auch der fragliche Werth von A 
eine Doppelwurzel von D=0. 

Untersuchen wir jetzt, welche Modificationen diese Verhältnisse er- 
fahren, wenn man die zwischen den Coefficienten von f, #, © stattfindenden 
Beziehungen berücksichtigt. 

Die n.n—2 Punkte. deren Gleichuneen 2 —0 darstellte. wenn man 
darin die a+ ub durch veränderliche Liniencoordinaten ersetzte. sondern sich 


n.n— 93 h ’ 
Er Doppelpunkte,. welche immer zweimal zu rechnen sind. 


in die a—2 festen einfachen Punkte, welche auf f=0 gewählt wurden. und 





hier in die 
in nur zwei veränderliche Punkte. Die Gleichung (2=0, wenn darin die 
a+ub durch Liniencoordinaten ersetzt sind. nimmt also die Form an 


3H132.:38, = © 


wo (2, =0 das Product der Gleichungen aller Doppelpunkte,. (2, —=0 das 
Product der Gleichungen aller festen einfachen Punkte. und endlich 2, = 0 
das Product der Gleichungen der beiden beweglichen Punkte ist. um welche 
allein es sich handelt. 

Der Factor 2, enthält A, nicht so die andern Factoren, welche feste, 
d. h. von A unabhängige Punkte darstellen. Es ist also £2, von der Form 


N u. WE u. 
(3. 5ı - — — () 7] 


wobei die & Functionen x" Ordnung in 4, die y Liniencoordinaten darstellen: 
und da (2, das Product der Gleichungen zweier Punkte ist, so hat man noth- 
wendig auch 

Da Di 


4 F=zi we; ul =®B. 


| W;, Ws, Ws; 
Sind W, die Unterdeterminanten der W. so ist nach bekannten Reeeln 
ik >) E 


5.) EZrW,o.u=1=0 


das Quadrat der Gleichung der Verbindungslinie der beiden beweglichen Punkte. 
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welche, indem A sich ändert, eine Curve von einer weiterhin zu bestimmenden 
Ciasse umhüllt. 

Die Gleichung für « wird. nach Absonderung des von £2/.02, her- 
rührenden. von 4 freien Factors. von der Form 

6.) A+rRul+uB =, 

und zwar entsteht die linke Seite dieser Gleichung, wenn man in (3.) y, durch 
a,+-ub, ersetzt: es ist also 
A = 220,04, 


=E2o,.b;b,. 


1 
>> 


C = Z>2o,.a)Db,. 
Die Diseriminante AB—C° ist vom Grade 2» in 4, und hat die Form P°. oO, 
wo 0 = 0 diejenigen Werthe von 4 giebt, deren entsprechende Curven u+4v = 0 
die Curve f=0 berühren. während P=0 solche Curven #+4r = 0 liefert. 
bei denen die beweglichen Schnittpunkte mit dem Büschelscheitel a=0,.b=0 
in einer Geraden liegen. Die Grade von P und Q sollen weiterhin bestimm! 
werden. Die Auflösung der Gleichung (6.) giebt dann: 

= u = — C+PY-Q 


Die Diseriminante lässt sich aber noch in einer andern bemerkens- 
werthen Form darstellen: nach bekannten Determinantensätzen hat man näm- 


lich auch: 


9) AB-C’=PQ=ZrW,pPp:; 
wo ?,, pı die Coordinaten des Büschelscheitels a, 5b sind, also: 
Pi — mb, —b,a;,. 
10.) pP = ab, —b,a,. 
pP = ab—b,a,. 


Endlich liefert die letzte Gleichung (2.) die Coordinaten der beweg- 
lichen Schnittpunkte. Statt (2 kann man rechts (2, setzen. und es ist also: 


11.) ox 


— (Wh +0, + 0,)+u(l0,b,+0,b;+W,b;). 


[2 


S. 3. 
Uurven des Systems (nr —2)'* Ordnung, welche die Curve »'" Ordnung berühren. 
Ehe man nun diese Ausdrücke weiter transformiren kann, ist es noth- 


wendig. die Natur der Functionen P. Q genauer zu erforschen. Man findel 
die Wurzeln von Q mit Hülfe folgender Betrachtung. 
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Die Werthe von 4, für welche Q verschwindet, sind dadurch charac- 
terisirt. dass die beiden beweglichen Schnittpunkte einander unendlich nahe 
rücken, dass also die Curven f= 0, «-+40 = 0 einander berühren. Bezeichnen 
wir durch angehängte Indices Differentialquotienten nach den x, so sind hierzu 
folgende Bedingungen nöthig: 

of = mr Av, 

oh=wW+4r, f=Vd. 

oe =W+Av;. 


Indem man aber o eliminirt, erhält man die Gleichungen 


| Le 
(12.) a u u; I=0. f=%9, 


% » | 

deren Durchschnittspunkte diejenigen Punkte angeben, in welchen eine Curve 
des Büschels «+40. = 0 die Curve f=0 berührt. Aber eine genauere Be- 
trachtung zeigt, dass von den Durchschnitispunkten von O=0, f=0O einige 
der Frage fremd sind. Denn in der That schneiden diese Curven sich mehr- 
fach in den festgelegten Punkten des Büschels: aber diese können nicht Wurzeln 


der Diseriminante PO geben, weil, wenn auch in diesen Punkten eine Curve 





a+4e—=0 die Curve f=0 berühren kann. dennoch für sie nicht zwei 
Factoren von 2, einander gleich werden, sondern nur ein Factor von #2, 
einem Factor von 42, oder 2, gleich wird. 

Die Natur der Curve 9=0 (nach Hrn. Cremona die Jacobische Curve 
des Systems f, «, ® genannt) ist mehrfach untersucht worden, und es 
ist namentlich der Satz bekannt, dass diese Curve durch etwaige gemeinsame 
Punkte der drei Curven f, «, e hindurchgeht (Uremona, introd. ad una teor. 
geom. delle curve piane p. 73.). Ferner hat Hr. Hesse bewiesen (dieses 
Journal Bd. 41. p. 286). dass. wenn wie hier zwei Funetionen von gleichem 
Grade sind, für einen Schnittpunkt aller drei Curven die Differentialquotienten 
von © sich wie die der Curve ungleichen Grades (hier f) verhalten, dass 
also in solchen Punkten die Jacobische Curve die dritte Curce berührt. Diesem 
kann man folgenden weitern Satz hinzufügen: 

Sind u=0,. e=0 von gleichem Grade, und gehen sie durch einen 
Doppelpunkt von f=0, so hat auch © in diesem Punkte einen Doppel- 
punkt, und zwar sind die Tangenten des Doppelpunkts für beide Curven 

dieselben. 
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Den Beweis dieses Satzes kann man ähnlich führen, wie Herr Hesse 
a. a. OÖ. seine Sätze bewiesen hat. Sind e,. ©,. e, irgend welche Constanten. 
so ist immer identisch 


hi RR auf 

| | 

' u. m m, mu 
13.) 9.100 +2, + G%) = | F 

cı © % mo 

| 

aa % 0©| 


wobei der Allgemeinheit wegen m für (n—2) gesetzt ist, da es nur darauf 
ankommt, dass z, © den gleichen Grad m besitzen. Da im Doppelpunkte die 





Ausdrücke #. ®, f, fi» £&. f gleichzeitig verschwinden, so sind auch die | 
Determinanten 


fa fr fa 


U m 4 
| 


iv, © 0%; | 


b) 


gleich Null. Differentiirt man also (13.) zweimal, und zwar nach x, und vr, 
und lässt man alles im Doppelpunkt verschwindende fort, so kommt: 


für fair fa nf 


(9, Cı+06X%%+ G325)0, = — 


 »v» % 0 





la 6% 6, 0 











| I 

| fü fa. fi: 0 | fir fax fa 0 | fı fi: fi. 0 fir fx fai 0 | 
| 

ar U U MU; YA; U; U, mu, u m m 0 u. m m; 0 
| = En ae | 
0%, % vd, 0 %ı od % 0 Or © © MO, ou, ©, 0, mo,| 
| | 
| C C5 Cz 0 | c 6 C; 0 C, C; C; 0 | C C C;z 0 








fi Pi B: 0| fi fax fs: 0 


5 | 

ı U MU, | | m m U 
-_ m E 
ı% m dd 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


=n.v, m 9% fa—m 








®; ®o Üz ®; 








ao%o% 0 6 6 5 © 


Multiplieirt man nun die ersten drei Verticalreihen der beiden letzten De- 
T| 2 T, 
ai tt 


ab, so verschwinden die Glieder der letzten Verticalreihe, bis auf das letzte, | 





terminanten mit und zieht sie von der letzten Reihe 


welches aber in Null multiplieirt wird. So verschwinden beide Determinanten, | 
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und es bleiben die ©,, den f;, proportional. Da nun das Product der Tan- 
oenten des Doppelpunktes in beiden Curven durch die Ausdrücke 


PPA.A Ä, A,, fir Ä, A, 
dargestellt wird, so folgt hieraus unmittelbar der angegebene Satz. 
Die Curve 9—=0 ist von der Ordnung 32—7: 9 = 0 und f=0 haben 


also »(3r —7) Schnittpunkte. Aber von diesen absorbirt dem Vorieen nach 


n.n—3 u 3 i 
jeder der — Doppelpunkte 6, jeder der a—2 andern festen Punkte 2. 





Die Anzahl der übrig bleibenden Punkte beträgt also 
n (3n—t)— In (n—3)—2(n—2) = 4. 


Die Function Q ist also von der vierten Ordnung, und zugleich hat man den Satz: 
N.Nn— 9 

Durch die Eee 

HY\e 


und durch n—?2 feste Punkte derselben kann man vier Curren (n—?2) 


Doppelpunkte der gegebenen Curve n’” Ordnung 


Ordnung legen, welche die gegebene Curve berühren. 

Wesentlich ist noch, dass die Function O offenbar von den a, b unab- 
hängig ist. Der andere Factor der Discriminante enthält diese Grössen: und 
P ist also für die p vom ersten Grade, während es für 4 vom Grade (n—2 
ist. In der That stellt ?, wenn man darin die p als veränderliche Coordi- 
naten ansieht. die Gleichung der Geraden dar, welche die beiden beweelichen 
Schnittpunkte verbindet. Sieht man aber die p als gegeben, 7 als unbekann! 
an. so drückt dies den Salz aus: 

Die WVerbindungslinie der beweglichen Schnittpunkte, welche das 
System u--4v mit der gegebenen Curve gemein hat, umhüllt eine Curve 


(n— 2)” Classe. 


S. 4. 


Weitere Behandlung der Ausdrücke der Coordinaten. 


Aus dem Entwickelten geht hervor, dass man setzen kann 


(14.) W.. — Q.Lh, 


wobei Q eine Function vierten Grades, /,;, /, Functionen (na—2)'" Grades 
von 4 sind. 

Nunmehr ist es auch möglich, die Ausdrücke (11.) der x weiter zu 
transformiren. Setzt man zunächst für « seinen Werth ein, und lässt den 
gemeinschaftlichen Nenner B in o eingehen, so findet man 
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o2, = B(0,a-+@,4,+@;, a,)— Co, b,+w,b,+w,b;) 


+P Y—_ (@,, b+0,b,+w;b;). 





o.P’Q — \ 
— 1 — \ +P y-Q(w,b,+w,b:+%®;b;). 


— 
ni od, 

Hier enthält nach Ausführung der Differentiation die rechte Seite offenbar 

Py-—0 als Factor, und indem man diesen abermals in g eingehen lässt, bleibt 


, P POP. 
> V-0. 


oa, 





(15.) 0r = 0,b,+0,b2,+Wyb,— 


Inzwischen ist aus der Vergleichung von (9.), (14.): 











m z: 
P= LK pı+l:p:+4p5 —=!dhı, % d;|, 
' 5 & 


und daher endlich: 
| 00 = Dub + Wwab2+ Ww, 6; — (b,,—b;b) ] 0, 
(16.) er = 0,64 +0b, +0. b5— (bh —bih)y—Q, 
0% = W5b,+0,15+ W;b,— (bi, —b;l,) V—0. 

Diese Gleichungen geben die Darstellung der x als Functionen des 
Parameters 4. Sie ist ralional,. bis auf die Wurzel eines Ausdrucks Q der 
vierten Ordnung; die rationalen Funclionen in welche dieselbe multiplieirt ist. 
sind von der (2a—2)"” Ordnung, und die übrigen Theile der x sind rationale 
Funetionen der »'" Ordnung. Die willkürlichen Grössen «a kommen darin 
nicht mehr vor; die 5 nur noch in linearer Weise. 

Die Ausdrücke (16.) gestalten übrigens eine sehr einfache geometrische 
Deutung. Die Coefficienten von yQ sind nämlich die Coordinaten des Punktes. 
in welchem die willkürlich gewählte Gerade b die Verbindungslinie / der 
beweglichen Punkte trifft; die ersten Theile der rechten Seiten sind die Co- 
ordinaten des Pols von 5 in Bezug auf jenes Punktenpaar selbst, oder die | 
Coordinaten des Punktes, welcher mit dem ersterwähnten und mit dem Paare 
selbst, zu welchem x gehört, ein harmonisches System bildet. 

Aber die Ordnungen auf der rechten Seite von (16.) sind noch höher. 
als es die Natur der Sache erfordert. Man erkennt dies sofort, wenn man 
etwa den Durchschnitt einer beliebigen Geraden 


(17.) +09: +62 = 0 


mit der durch (16.) dargestellten Curve bestimmt. Diese Aufgabe muss auf 
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a 

N 

3 
# 

4 
= 





Clebsch, ebene Curven, deren Coord. elliptische Funct. eines Parameters sind. 219 


eine Gleichung n»'" Grades für 4 führen. Aber wenn man die Werthe der 
x in (17.) einsetzt, so kommt: 
IT) Zn = v-0.8+ ce b.l,. 
und wenn man diese Gleichung rational macht, erhält man die Gleichung 
18.) (ZIow,bc) +0 (Z+abl,) = 0, 
welche für 4 von der Ordnung 2» ist. Dieselbe enthält daher einen über- 
flüssigen Factor; er ist leicht zu bestimmen. Nach den Formeln (9.), (14. 
ist nämlich 
0. Z+cbl) = ZEIw,bb,.220,,,— (FZEw,b;c,), 
und (18.) geht also über in 
0 — 0.b,b,.22W,6;C;. 
Der wirklich dem Problem Ba Factor ist also der Factor n'"" Grades 
= 220,60, 
während der Factor 
0 = Zzu.bb, 


als von der Geraden e ganz unabhängig. nur Fremdartliges liefern kann. 
Dieser fremde Factor hat aber für die 5 ganz die gleiche Beschaffenheit. wie 
der andere für die e, er liefert also die Schnittpunkte der Curve mit der 
willkürlich gegebenen Geraden b, und der zu hohe Grad der rechten Theile 
von (16.) erklärt sich dadurch, dass alle jene Ausdrücke noch für gewisse, 
mit den Schnittpunkten der Geraden b mit der Curve zusammenhängende Werthe 


verschwinden. 


$. 5. 
Einführung eines neuen Parameters, für welchen die Ausdrücke der Coordinaten 
ihre einfachste Form annehmen. 
In welcher Weise man diese der Sache fremden Werthe entfernen 
kann, und wie die Gestalt der resultirenden Ausdrücke ist, übersieht man 
leicht mit Hülfe der Theorie der elliptischen Functionen. Ich denke mir für 


at 


tor gesetzt, und die Constanten a, P, y, d' so 


bestimmt, dass der Zähler von Q, abgesehen von einem constanten Factor in 
4.1-4.1-2°) übergeht. Man kann dies auch geometrisch dadurch ausdrücken, dass 
man an Stelle der bisher beliebig dem Curvenbüschel (a—2)' Ordnung entnom- 


menen Curven a=0, v=0 zwei solche treten lässt, welche die Curve f=0 
29 * 


), einen linearen Ausdruck 
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berühren, so dass =0 und A= x Wurzeln von QO=0 werden. Dies vor- 


ausgeselzt sei nun 








y-=sinama, yl—4i= cosamu, yl—-zı= Jamu. 
Jeder der Ausdrücke, welche die rechten Theile von (16.) bilden, hat also 


die Form 
d.sın ama 
du ’ 





F(sin’ama) + F, (sin’ama)- 


und zwar ist dabei die Willkürlichkeit verschwunden. welche früher in dem 
zweifelhaften Vorzeichen der Wurzelgrösse lag; ein Paar auf derselben Curve 
des Systems «+40 = Ö gelegener Punkte wird in dieser Form durch die Ar- 





sumente « und —w unterschieden. 
Die angegebene Form lässt sich nach Hermite (Note zur dritten Aus- 
gabe von Lacroix, p. 66) ersetzen durch einen Ausdruck von der Gestalt 


H(u— «') H(u— @")...H(u— «")) 
(J?" (u) 





C- 


- 
4‘ 


wo 
(19.) a+a"... 9 —= (0, 
und ebendies gilt nicht bloss für die rechten Theile von (16.) selbst, sondern 
für jede, einer beliebigen Geraden entsprechende Combinalion, sodass die für 
den Schnitt einer beliebigen Geraden 2, +G%,+06x%—=0 mit den Curven 
geltenden Bedingungen immer die Form annehmen 
H(u—«').H(u—«") ... Hu—a®”) = 0. 
Hiebei ist ein Theil der «, nämlich » derselben, veränderlich, den veränder- 
lichen Schnittpunkten der Geraden mit der Curve entsprechend; die » übrigen 
a sind aber constant; sie führen auf diejenigen Werthe von 4, welche in 
den Schnittpunkten der Geraden 5 mit der Curve f=0 eintreten, und sind 
also den dort stattfindenden Werthen von « gleich oder enigegengeselzt. 





Hierüber zu entscheiden gestattet die Gleichung (17°). Wenn wir nämlich 
die Gerade e mit der Geraden 5 selbst zusammenfallen lassen, so gehen die 
» ersten «@ unbedingt in diejenigen Werthe vou « über, welche in den Schnitt- 
punkten von 5 mit f=0 stattfinden. Weil aber für diesen Fall aus der ent- 
sprechenden Gleichung (17°.) für 4 die Wurzelgrösse herausfällt, und man 





nur eine Gleichung »“" Grades für 4 = sin’ama aufzulösen hat, so sind die 
ihr entsprechenden Werthe von a paarweise gleich und entgegengesetzt, so 
dass, wenn die den Schnittpunkt von 5=0 mit f=0 zugehörigen Werthe 
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PP” bezeichnet werden, die übrigen jener Gleichung ge- 


(n-+-?2) 


® a ]} „ 
von a mit P', P',... 
Die Argumente a”, « Er 


nügenden Werthe — 1, — PP", 2... — pP" sind. 
«@” müssen also mit diesen letzten Werthen übereingestimmt haben. 
Lassen wir nur den bei jedem der x auftretenden Factor 


H(u+P').H(u+P") ... H(u+ pP") 


in o eingehen, so erhalten wir Formeln folgender Art: 


/ INS ’ z in 
H<u— a, )H(u—a\,)...H(u— a, ) 


2 = & — 
N 1 1 (J" (u) 





r Ei ! t B ZN be (n) 
20.) Pe H(u—a,)H(u—e,)H...(u—e, 
ale " I" (u) 





(n) 


=; H(<u—e,) H(u—e,)H...(u—e, 
0%, — (63 nn: 4, 
9" (u) 





Die rechten Theile lassen sich hier nicht mehr unmittelbar mit Anwendung 


des Hermiteschen Satzes in 
der « ist nicht mehr Null. Vielmehr, setzen wir 


x 012; ı /Ar BER: ” 
P+P++pN = ce, 


dass für die Schnittpunkte jeder Geraden mit der 


algebraische Form zurückführen; denn die Summe 


so ergiebt sich aus (19.), 
Curve auch 

a ta". ta) = ce. 
Es folgt also einerseits, dass die Summe der zu den Schnittpunkten einer 
Geraden mit der Curve gehörigen Argumente stets denselben constanten Werth 
besitzt, ein Satz, den wir weiter unten in viel allgemeinerer Form wieder 
auftreten sehen werden. Andrerseits aber liegt es nahe, wenn e diesen con- 
stanten Werth bezeichnet, an Stelle von x die Variable 


Ti > 
= 8 — 
n ? 


und an Stelle der « die constanten Werthe 


C 
ib} = UM — 
n 


einzuführen, wodurch die Formeln (20.) ungeändert bleiben. Nunmehr ist 
die Summe der immer gleich Null, und nach demselben Hermiteschen Satz. 


von welchem bereits oben Gebrauch gemacht wurde, kann man den rechten 
Theilen von (20.) jetzt die Form geben 
' /rf „I 251 /y! 
Ca) +yW IN AI—Rugp(A)N, 
wenn » gerade ist, oder die Form 








Crfa)yatyl-aI-REpA)}; 
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we. 


wenn » eine ungerade Zahl ist. Und zwar ist dabei im ersten Falle f von 


n n . . n) . 
der Ordnung -—, % von der Ordnung > im zweiten Falle ist f von der 


> 
- 














—t a—3 . r . - A 
Ordnung ——. g von der Ordnung = Die Variable 4 aber hat die 
Bedeutung 
41, VER EN fe Pe rue Er en "2° 
— sıni — —)— — .— ——, 
(21) ya =sinam(u— — Pr 
wenn 
\ . C 
(22) ye= sinam — 
E22 


oesetzt ist. Man ist also von den Formeln (16.) zu den redueirten Formeln 


übergegangen mittels einer irrationalen Substitution (21.). welche die Ent- 
fernung der in \16.) enthaltenen überflüssigen Factoren ermöglicht. 
Das Endresultat dieser Untersuchung lässt sich etwas bequemer aus- 


(dm 


IS ° ” 
— einführt. 
Öz 


a 4 
r4 w 


U — 





sprechen. wenn man für #’ wieder einen linearen Ausdruck 


Hiedurch treten nach Entfernung der Nenner an Stelle der Factoren der 


Wurzelgrösse wieder allgemein lineare Ausdrücke p+gz. und man kann fol- 


enden Satz aussprechen: 


Die Coordinaten eines Punkts einer Cure n“” Ordnung mit a 
Doppelpunkten lassen sich immer in der Form darstellen: 
(er = fi \3)yMN+gılz)y\N. 
23. ‚ex: —= fi(z)yM+g;,(z)yN, 
00, = hi3)yHtgsia)y N, 
wobei die Ausdrücke f von der Ordnung kZ in, die Ausdrücke y ron 


der Ordnung hZ 4n, wobei ferner M von der Ordnung n—2k, N ron 
der Ordnung n—2h und k-h=n-—2 ist, so dass M.N immer ein Aus- 
druck vierter Ordnung wird; und zwar kann man immer einer der beiden 
Functionen M, N die Ordnung OÖ, der anderen die Ordnung 4, oder einer 


die Ordnung 1, der anderen die Ordnung 3 geben. 


» 


$. 06. 
Der Modul ist von der Wahl der festen Punkte 
unabhängig. 


Andere Hültssysteme. 


Der Curvenbüschel (2— 2)" Ordnung #«+ir=0, welcher hier benutz! 
wurde, zeichnet sich dadurch aus, dass er der Büschel niedrigster Ordnung 





Er 
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ist, welcher zu dem vorliegenden Zwecke brauchbar ist, und zugleich durch 
alle Doppelpunkte geht. Der Curvenbüschel niedrigster Ordnung, an den man 
überhaupt Betrachtungen wie die vorliegenden anknüpfen kann, ist von der 
n—3"" Ordnung; man muss aber bei ihm als Grundpunkte die Doppelpunkte 
der gegebenen Curven mit Ausschluss eines derselben ansehen. Auch hat 
dieser Büschel den Nachtheil, dass er bei den Curven dritter Ordnune. für 
welche die Anzahl der Doppelpunkte Null wird, nicht mehr besteht. während 
der oben gebrauchte die Substitulion des Herrn Aronkold (Monatsbericht der 
Berliner Academie, 25. April 1861) liefert. Man kann aber genau mit dem- 
selben Erfolge und mit der gleichen Allgemeinheit einen Curvenbüschel »— 1" 
Ordnung anwenden, welcher durch die Doppelpunkte und durch 2(»- 1) be- 
liebig auf der Curve f=0 gewählte feste Punkte hindurchgeht. 

Wir haben schon oben gesehen, dass der Modul % der hier auftreten- 
den elliptischen Functionen allein von der Curve f=0 und von den Con- 
stanten des Büschels abhängen kann, d. h. von den Coordinaten der beliebigen 
n—?2 Punkte, welche man zu Grundpunkten des Büschels gemacht hat. Es 
ist leicht zu zeigen, dass er auch von diesen letzten nicht abhängig ist. Bilden 


wir nämlich das Integral 





/ 0.340 2,da, 

J chteahtresh ' 

wobei die Variabeln &,, &,, x, durch die Gleichung f=0 verbunden sein 
sollen, und wo #=0 die Gleichung der Curve (»—3)'" Ordnung ist, welche 
durch die Doppelpunkte hindurchgeht. Dieses Integral kann man mit Be- 
nutzung der Werthe (23.) in ein elliptisches Integral nach A verwandeln, und 
ten 


da die zu integrirende Function nirgends von einer höheren als von der } 
Ordnung unendlich wird, so ist es nothwendig ein Integral erster Gattung. 


C F di 
"ISNRI-IT-PM 


Wenn wir nun die a—2 beliebigen Grundpunkte des Büschels verändern, so 
mag ein nener Modul %, und eine neue Constante C, entstehen. Es ist also 


’ dA R , di 
Zr 1—- A. 1—h?} Ms C1./- | 7 
Y*. .i— YA, 1—A A—h A, 


d.h. es geht über in 








einerseits 














andererseits folgt aus der doppelten Darstellungsweise der «, und daraus, dass 
, und A, als rationale Functionen der x darstellbar sind, dass A sich ebenso- 
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wohl durch A, und y4,.1—4,.1—kj4,, als A, durch 4 und yA.1—7.1— 4) 
rational ausdrücken lässt. Dies ist nur möglich, wenn k, einer der zu k con- 


jugirten Module #4, a etc. ist; und da eben die Einführung der letztern nichts 
als eine veränderte Benutzung der vier Wurzeln von Q=0 anzeigt, so kann 
man es immer so einrichten, dass 4, =%k wird, und man sieht also. dass } 
nothwendig von der Lage der n—?2 gewählten Grundpunkte unabhängig ist. 
Dieses Resultat, nach welchem %k eine für die Curve f=0 charakte- 
ristische Constante ist. erlaubt eine geometrische Deutung, welche eine von 
Herrn Salmon (Bd. 42, p. 274 dieses Journals) zuerst gegebene Eigenschaft der 
Curven dritter Ordnung in merkwürdiger Weise verallgemeinert. Denken wir 
uns nämlich die vier Curven des Büschels «-+-40e, welche f= 0 berühren, und 
in irgend einem gemeinsamen Punkte derselben die Tangenten gelegt, so is! 
das Doppelverhältniss der vier Tangenten, was auch kurz das Doppelverhält- 
niss der vier Curven heissen mag, gleich dem Doppelverhältniss der vier 
entsprechenden 4, oder der Wurzeln von Q, also nur von k abhängig, mithin 
unabhängig von der Lage der »—2 gewählten Grundpunkte. Und so hat man 
den Satz: 
Wählen wir auf einer Curve n’” Ordnung mit — 
ten n— 2 beliebige Punkte, und legen durch sie und die Doppelpunkte die 
vier Curven n— 2” Ordnung, welche die gegebene Curve ausserdem noch 


Doppelpunk- 


berühren. Dann ist das Doppelverhältniss dieser vier Curven immer das 
gleiche, wo man auch jene n—?2 Punkte angenommen habe. 
Bei Curven dritter Ordnung ist dies der oben angedeutete Satz, dass das von 
einem Punkt der Curve gelegte Tangentenbüschel stets dasselbe Doppelver- 
hältniss habe. 
Obiger Satz gilt auch noch, wenn man statt der Curven n— 2“ Ord- 
nung immer Curven (n—1)'" Ordnung und statt der n—?2 gewählten Grund- 


punkte deren immer 2(n—1) substituirt. 


S. 7. 
Untersuchung der Curvenz welche durch die Formeln (23.) dargestellt werden. Sie 
re n.n—3 
sind immer von der n'" Ordnung und haben - 5 Doppelpunkte. 


Ich stelle mir jetzt umgekehrt die Aufgabe, alle Curven zu unter- 
suchen, die durch Gleichungen von der Form (23.) dargestellt sind. Dabei 
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darf man voraussetzen, dass weder M] einen sämmtlichen % gemeinsamen 
Factor enthält, noch N einen sämmtlichen f gemeinsamen; und dass über- 
haupt die Grössen /, H—g,N keinen allen gemeinschaftlichen Factor enthalten. 
Man erkennt dann leicht, dass die durch (23.) dargestellte Curve von der 
} n.n—3 i 
„'”" Ordnung ist und Er ae Doppelpunkte besitzt. Hiedurch wird die völ- 
lige Identität beider Definitionen festgestellt, so dass es gleichgültig ist. ob 
man die Curve durch die Ordnung und die Zahl ihrer Doppelpunkte, oder 
ob man sie durch die Form (23.) characterisirt. 

Was zunächst die Ordnung der Curve (23.) betrifft. so wird dieselbe 
ermittelt. indem man in den Ausdruck einer Geraden 0, +02 +c,r, — 0 
jene Werthe der x substituirt, und die Anzahl der Schnitipunkte der Geraden 
mit der Curve ermittelt. Man findet die Gleichung 

(fitoh+Gfß) M-(apıtGPr-+C9;) N 0. 
Dieselbe ist für z von der »'“” Ordnung, daher auch » die Ordnung der Curve, 
da das Auftreten von den e unabhängiger Facloren ausgeschlossen wurde. 

Die Doppelpunkte der Curve (23.) bestimmen sich dadurch, dass für 
zwei verschiedene Werthe z, z, die dem Doppelpunkt im Verlauf der sich 
in ihm schneidenden Zweige entsprechen, proporlionale Werthe der Coordi- 
nalen herauskommen müssen. 

Man hat also ein zusammengehöriges Werthepaar z, 3’ aus den Glei- 
chungen zu bestimmen: 

(A N+gyıyN = o(fıyM+yıyN), 
(24.) £yM+gyN = o(f:yM+gyN'), 
fpyM+gyyN = o(f;yW+gyN'), 
wo die obern Striche auf das Argument 3’ hinweisen sollen. Werden nun 
die Unterdeterminanten, welche man durch Weglassung einer Verticalreihe 
aus dem unvollständigen System 
fı Qı fı pı- 
Rp fi 9 
h 9» fs 9 


erhält, dividirt durch 3—z', durch 
al ' 
Rob rF, 


bezeichnet, so folgt aus (24.) das folgende aequivalente System : 
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‚M:yN:0j M': oyN’ 
F: 2: F:®. 


oder 


Un 


\ FFN-®M =0= & ( > 3) ’ 
IFPN-P’U' =0= 02,3). 


Du 


au 


Beide Gleichungen unterscheiden sich nur durch Vertauschung von z mil 3; 


beide sind für das erste Argument vom Grade 2—?2, für das zweite von 
Grade 2»—6. Die Gleichung. welche nach Elimination von z übrig bleibt. 
ist nach „Ibe/ durch £2\z.z) Iheilbar, und der Rest also vom Grade 

n— 2), +(2n—6)'—3n—S = (In —16)(n—3). 

Aber auch noch die so erhaltene Gleichung besitzt einen überflüssigen 
Factor. Denn die Gleichungen (25.) bedingen rückwärts die Gleichungen (24. 
nur dann. wenn nicht F, &, F’', &' gleichzeitig verschwinden. Dies kann 
in der That geschehen: und ein davon herrührender Factor muss noch in der 
letzten Gleichung unterdrückt werden. Betrachten wir die Gleichungen (25. 
als Gleichungen zweier Curven mit den Coordinaten z, 2, so sind für die- 
selben diejenigen Punkte, in denen F, &, F', &' gleichzeitig verschwinden. 
Doppelpunkte: ist die Zahl solcher Punkte gleich og, so erniedrigt sich die 
Anzahl der übrigen Schnitipunkte um 40, und der Grad der oben erwähnten 
Endgleichung redueirt sich auf 

92 —16) 1% —3)—4o. 

Es kommt also nur noch darauf an. die Anzahl von Lösungen zu be- 

stimmen. welche die Gleichungen 


= Beh Far Mt 
gemeinsam haben. Aber die dritte und vierte Gleichung ist immer eine Folge 
der beiden ersten. Denn da der Entstehung dieser Ausdrücke nach identisch 
F£-Py-+-Ff-Pg =d. 

so finden für F=0. P=0 immer die Gleichungen statt: 

Ff+&bg, = 0. 

Ff,- b'g; — A), 

Ff;+Ppy, = 0. 


aus denen im Allgemeinen immer F'=0. $'=0 folet. Es ist also o die 


Anzahl von Lösungen. welche den Gleichungen F=0. $=0 gemeinsam sind. 
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Nun sind die Ordnungen dieser Ausdrücke 
für z: hA—1 und k—1. 
für 3: A+k-1: 
daher kommt nach Elimination von z eine Gleichung vom Grade h-k-1\h-4-k—2 
- (n—3)(n—4). Dies also ist der Werth von o, und der Grad der zu be- 
stimmenden Endgleichung ist 
(9n—16) (an —3)—An—3)(n—4) = n.n—9. 


2 
n.n 


. . . “ . {B . 
Dies stimmt mit der Existenz von 5 — Doppelpunkten überein 


Denn da jedem Doppelpunkte zwei Argumente zukommen, so müssen ».n—3 
Argumente gefunden werden. Die Gleichung 2.2 —3""” Grades aber hal die 
Eigenschaft. dass aus (25.) immer eine Wurzel 3’ eine ralionale Funelion 


von z, und z dieselbe rationale Funelion von = wird. Man löst also jene 


wi. 


ER Nn . ... ä a4 ’ n.n—oI n.n ) 
Gleichung mit Hülfe einer Gleichung vom Grade —,—. und von ZZ 


quadratischen Gleichungen. 
So ist nachgewiesen, dass die Curve »"” Ordnung. deren Coordinaten 


_%n ‚99 \ a \ n.n— 93 i 
die Form (23.) annehmen können, immer ——— Doppelpunkte besitzt. und 


also immer von der Eingangs betrachteten Art ist. Von diesen Doppelpunkten 
können einige in Rückkehrpunkte übereehen: dies tritt ein. sobald die Grössen 


s.2 eines zu einem Doppelpunkte gehörigen Paares einander gleich werden. 


 . 


S. 8. 
Bedingungen für das System der Schnittpunkte der gegebenen mit einer andern 
algebraischen Curve. 
Wenn eine Curve m Ordnung die gegebene Curve schneidet. so 
treten zwischen den Parametern der mn Schnittpunkte gewisse nolthwendige 
Beziehungen ein. welche von der Natur der Curve m” Ordnung unabhängige 


sind, und nur von der Zahl m selbst abhängen. Das Abelsche Theorem lehr! 


’ n—I.n 
diese Bedingungen kennen. Man weiss, dass die Anzahl derselben > 


I 


ist, sobald m grösser als »—3 wird, während sie für kleinere Werthe von 


m sich vermindert. Diese Bedingungen sollen nun aufgestellt werden. 
Denken wir uns die Gleichung irgend einer Curve m" Ordnung ge- 


geben, deren Durchschnitt mit der vorliegenden Curve untersucht werden soll. 
Führen wir in diese Gleichung die Ausdrücke (23.) ein, so haben wir eine 
30 * 
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Gleichung in z, welche die gesuchten Schnittpunkte liefert. Diese Gleichung 

hat. jenachdem m ungrade oder gerade ist, eine der Formen 
PyM+0yN=0, P+QOYMN=0, 

wo P, 0 rationale Functionen von 4 sind. Ich will diese beiden Formen 


zusammen durch 
26.) PyU+oYV=0 
bezeichnen. wo denn immer UV = MN. Die rationale Gleichung in z ist dann 


PU-OV-0, und nennt man die Parameter der Schnittpunkte 23,. 3, ..- 3,.. 


so ist immer 
(26°) PU-OV = K.3—2,.2—3....3—2,.- 
Denken wir uns die Curve m" Ordnung beweglich, so dass auch das Schnitt- 
. ” . . . . » . Y . 
punktsystem sich continuirlich ändert, so folgt aus dieser Gleichung 
am, u da; PU-0V  , 
(27.) z /- — —log < + Gonst. 


f i Fu K 


Aber das Abelsche Theorem (Bd. IH, p. 314 dieses Journals) liefert aus (26“. 








auch noch folgende Gleichung: 





mn P_ YMN.dz, PYyU—0OyV 
(28.) P = nn — log - Er 4 — + ÜGonst., 
i=1J/ (3—3,)YM;N, PyU+QyV 


so dass aus (27.). (28.) die Combination folgt: 


Ze ( YMN;-+-yYMN 


(29.) = dz, Zu — 2log P . OyV 


1 (3— 2;) ] M;N, k 





+ Const. 





Diese Gleichungen sind für z identisch, so dass man dieser bei den In- 
legrationen als constant betrachteten Grösse noch jeden beliebigen Werth bei- 
legen kann. Setzen wir zunächst in (28.) 3= w: dann ergiebt sich das 
Additionstheorem für die Integrale erster Gattung: 


I mn dz; 


(30.) >” —— = Const. 





Bezeichnen wir ferner durch a, 5b das Parameterpaar irgend eines 
Doppelpunktes. Nach (24.) finden dann immer Gleichungen von folgender 
Form statt: 

({yM+YyN).-.a = e.(fiyVYM+Y,YN).-: 
Der Ausdruck PyU+0QyYV also, welcher nichts Anderes ist, als die Gleichung 
der Curve m“ Ordnung, wenn darin die x, durch die Ausdrücke yYM+y,yN\ 


ersetzt werden, erfüllt die Gleichung 


(PyU+YQyV)-a = e&"(PyU+QyV).- 














“ 
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Diese Gleichung kann man benutzen um aus (29.) eine weitere Reihe von 
Combinationen zu bilden. welche von den Coeffieienten der Curve m" Ord- 
nung vollkommen unabhängig sind. Denn bildet man die Gleichung (29. 
einmal für z=a, das andere Mal für 3=b, so giebt die Differenz beider 


Gleichungen 








i ee (AYMENHYMEN.  YIEN+YMEN: | 
(31.) - en ui nn { ( | da, Const. 
| (a— 2) YM;N, (b—2,) yYILN, 
< 
oder, wenn man will, gleich Const. —2mloge, was dasselbe sagt. da ce von 


den Coeffieienten der Curve m" Ordnung unabhängig ist. Solcher Gleichungen 





a Se n.n— 93 
wie (31.) giebt es ——5—, den verschiedenen Doppelpunkten entsprechend: 
1.n— 2 


. . ‘ ud .. . L) n 
diese, mit (30.) zusammen, bilden das vollständige System von —,—— 


Bedingungen, denen das Schnitlpunktsystem zu genügen hat. Es ergiebt sich 


also der Salz: 











Wenn a,, bi; a, br; ... A,._35 D,„n_s die Parameterpaare der 
Doppelpunhte sind, so müssen die Parameter 2,, 33, ... &„, solcher 
Punkte der Curve (23.), welche zugleich auf einer Curve m’ Ordnung 
n—i.n—?2 „_; 2 
liegen, den 5 Dedingungen genügen: 

ı mm ° dz; 
S f; — —= Const.. 
i YM;N; 


i—mn M;N N; u +] M, Me a3 M;N N; - re M; N 
(1.) 2 \J | dz 
' | Eu 3) } MH; ;N; (b Pe %;) ] M, N, 


” Bean, Kin Bi. N; 
J 








7 > 


- 


wobei die Werthe der Constanten nur noch von der Natur der gegebenen 


Curve selbst und von der Zahl m abhängen können. 


$. 9. 
Einführung der elliptischen Functionen in die Bedingungen für das 
Schnittpunktsystem. 

Die Bedingungsgleichungen (I.) können einfacher dargestellt werden. 
indem ınan an Stelle der Parameter 3 die zugehörigen elliptischen Integrale 
erster Gattung als Argumente einführt. Denken wir uns wieder stalt 3 einen 
linearen Ausdruck in 3 gesetzt, und seine Coeflicienten so bestimmt, dass 
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yMN bis auf einen constanten Factor in yz.1—3.1—4’z übergeht, und setzen 


wir dann 
s—= sin’ama, a=siname, b=sin’am), 








o 
so verwandeln sich die Gleichungen (1.) 
ut + + —+u,. — Const., 
55 un sin’am/-sin" am; | ı 2/ Pr amacosamaeJama en. 2 en a? 
ı °P sin’ame-sin’amı, sin’ama-sin’amu, sin 'amd-—-sin’ama, ') 
Const. 


Die letzte Formel aber verwandelt sich nach Jacobi (dieses Journal Bd. 39. 


p. 348) 














sin’ am # — sin‘ “am u, Ja ' H(a-+u)H(d—u,) 
x log Ri - or) +10 )8 ( er 
[4 


Const. = Z)1o: - 
I > sin’amae — sin’amu, Ha—u,)H(ß-+u,) 


und wenn man das Glied 


—M 
98 
wegen der ersten Gleichung constant in die Constante eingehen lässı. 


Er NS 


als 
wenn man sodann die Formel 
sin “am f— sın“ am; Ja UAcHZ — (PH u, a HOP N 4) 











sin’ame—sınamu, 608 Hadw—Oalu GB Ha-u)Hla—ı 
anwendel. erhält man endlich: 
q Er H & an u;) i 
> joe -— 2 Const.. 





=, "TS HR-u) 
oder auch 
H(@— u )H(@—u,)...H(@— u,„,) 
H($— u )H(ß—u,).. .‚H(8— Wu) 
Und so finden sich die Formeln (1.) ersetzt durch das System: 


> 


Const. 








u, +: ee an BE C, 
\ um): H(o,—u na Mi 
IT \ 77 ,- — = 6, 
(1) < H8,—w)-.H(A,— u)... H(A,— Um) 
| n.n—9 
(h=1,2,... 4 


Die erste dieser Gleichungen hälte man auch unmittelbar aus dem 
Theorem des Hrn. Hermite schliessen können, und zugleich hätte man die 
Constante e gleich Null gefunden. Nach jenem Satze wird nämlich immer. 


wenn 3 = sin’ama gesetzt wird. für # identisch 


ro Ha— u )H(@w—u,)...H(u — un) 





. .e + | -- ur 7 
PYyU-0y)J Ü.c Gm) : 
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und zugleich ist 
u. tat tun EV, 

wenn durch das Congruenzzeichen angedeutet ist, dass linke und rechte Seite 
sich nur um ganze Vielfache der Perioden 2uK-+-2riK' unterscheiden sollen. 
Dies giebt offenbar die erste Formel der Systeme I., II., und zwar findet sich 
dabei e=V®. 

Um die anderen e zu bestimmen, bemerke ich zunächst. dass. wenn 
die einzelnen «, um 2u,K+2v,iK’ wachsen. und dadurch ihre Summe um 
2uK-+2riK’ vermehrt wird, die linke Seite der zweiten Gleichung (11.) um den 


Be — i .- . . \ \ 
Factor e # * "zunimmt (vgl. das unten über die Perioden Gesagte). Da- 
her ist es zweckmässig auch hier das Congruenzzeichen anzuwenden: dann 
kann man die ce, als absolut bestimmt ansehen. und die Loearithmen beider 
2 ie A 2 i ; zuiv 
Seiten der zweiten Gleichung (11.) können sich noch um 2m, ia  (@n /7,) 
1 


unterscheiden. Die Gleichungen (ll.) gelten, wie auch die Curve m" Ordnung 
in einfachere Curven zerfallen möge. Denken wir uns nun die Curve m“ 
Ordnung. um deren Schniltpunktisystem es sich handelt. in m» Gerade aufge- 
löst, und bezeichnen wir durch y, die zum=1 gehörigen Werthe der e,. 
so folgt offenbar 
neh, 

wo nun die y von m unabhängig sind. Es bleiben also nur die Grössen y 
noch zu bestimmen. 

Diese Grössen bestimmt man aus dem Werthe m = n»—3. indem man 
eine Reihe von Curven (2— 3)" Ordnung bildet, für welche die Argumente 
von vorn herein bekannt sind. Erstlich nämlich kann man eine Curve (n—3)""' 
Ordnung durch sämmtliche Doppelpunkte legen. Die Argumente ihres Schnitl- 
punkisystems sind 


/ ) 
0, Pı> 2 Pas ++ 3 Pam 


Die der zweiten Gleichung (I.) entsprechenden Gleichungen werden dabei 
sämmtlich illusorisch, und es bleibt nur 
(32.) Z(,+ß,) = d. 
Man erhält also hiedurch nur den Satz: 
Die Summe der den Doppelpunkten entsprechenden Argumentenpaare ist 


gleich einem ganzen Vielfachen der Perioden. 
Wenn man nun Curven »—3'" Ordnung legt, welche durch alle Doppel- 
punkte mit Ausschluss eines derselben (&,. /,) hindurchgehen. so hat man 
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noch eine Bestimmung zu seiner Verfügung. Diese soll so getroffen werden. 
dass die zwei noch übrigen Schnittpunkte mit der Curve »'” Ordnung zu- 
sammenfallen. Es wird also eine Curve (n —3)'” Ordnung gesucht. welche 
durch =. Doppelpunkte geht, und die gegebene Curve berührt. Isı 
u das Argument des Berührungspunktes. so giebt zunächst die erste der 


Gleichungen (11.) mit Rücksicht auf (32.) 


also für x die vier Werthe 


> 














2,8, a,+ 3, .. 0,+Pß, + ß, an 
m == 9 . 2 > IK. ELTA TER . Bu. an I;K 
Es folet daraus L 
H« u)ı\? ee 
eh : er 
— : ) mA ee a 
\H(#,—u 





und die von den Gleichungen (II.) allein übrigbleibende Gleichung. welche 


dem Doppelpunkte «,, >, entspricht, liefert die Formel zur Bestimmung von y,: 





« Ha,—a\H(a,— 73 
33., nn = ren a | 
u H(3,—a)H(3,— 3x’ 


wobei der über das Produclzeichen gesetzte Punkt andeutet. dass dem Index 


n.0—J 


alle Werthe von I bis —— . mit Ausschluss des Index h beigeles! 
werden sollen. 
Hiedurch ist die Bestimmung der Constanten geleistet. und man kann 
das Resultat der Betrachtung in folgenden Satz ausdrücken: 


Die Argumente u des Schnittpunktsystemes einer (urce m” Ordnung | 

















N } v . n —1 N —?2 . 
mit der JETEDENEN Curre müssen den ol: enden - Bedin: UNnGEN 
Ye I 5 gunt 
JER UGEN : 
br tu. =$. 
H'a,—u \» Hia,—a)Hla,— 3) = 
IL Ad | BE. DAR er ö | 
 H 3. — u H 3,—e)H(I,— 3) \ 
/ 7 ‚ ”) n.nR — ‘) 
2 4 


Man kann diesen Satz noch modifieiren. indem man ihn für eine Curve | 
ausspricht, welche durch einige der Doppelpunkte geht. Sind &,. 3: &. | 
| | 


2 ei >, die Parameter derjenigen Doppelpunkte,. durch welche die 


Curve m" Ordnung nicht gelegt ist, so wird von den aus der zweiten Glei- 


u. 


chung \11l.) herrührenden Bedingungen jede illusorisch. für welche A 


ame u (En a J . Dal . 
und es DieiDi lvleender Salz . 
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: . . n.n— 9 
Wenn eine Curve m” Ordnung durch —,— — u Doppelpunkte der 
Jurve n’” Ordnung gelegt ist, und es sind «,. 5. Pi... 9, 


die Argumente der übrigen Doppelpunkte, so sind die noch übrigen 
mn—n(n—3)-+2u Schnittpunkte beider Curven den folgenden u-+1 Be- 
dingungen unterworfen: 


en PA] L ' ! 1 /e » : ® 
uote ten + ht tt + 0 tß,; (k=mn—n(n—3)-+2u). 


\ 


Ei 





| m H(«,—u,) 
1 H(d,—u) 
IV.) a ; n.n—3 Em; 13 
BEN (CT 3. (Ta DE Bi BE IC HN IC) 
u H(#,—«)H(P,—P,) \ ET H(8,—«,)H .—8, \ 
h =11. 2. e ci u. 
S. 10 


Umkehrungsproblem. 
Ich gehe jetzt zu der Aufgabe über, aus einer gegebenen Anzahl von 


Schnittpunkten die übrigen zu bestimmen. Ist m >n—3, so bestimmen sich 





’ n—1.n —2 a a 

immer 5 durch die übrigen, sobald unter den gegebenen Punkten 
ah 2 m i n..n— Js 
kein Doppelpunkt ist. Sind aber unter den gegebenen Punkten —.— — 


Doppelpunkte,. so bestimmen diese eine doppelt so grosse Anzahl von Ar- 
gumenten, und es bleiben nur noch «-+1 Schnittpunkte zu bestimmen übrig. 
so dass immer die Anzahl der aus den Gleichungen (111.),. (IV.) bestimmten 
Schnittpunkte die Anzahl der nicht dem System zugehörigen Doppelpunkte um 
Eins übertrifft. Denken wir uns also, um möglichste Allgemeinheit zu be- 
‘ n.n—9 
wahren, das Schnittpunktsystem enthalte —— —@ Doppelpunkte mit den 
Argumenten «,,1, Puxız ur2s Burzz --, und ausserdem noch k—u—I 
=mn—n(n—3)+u—1 gegebene Punkte mit den Argumenten 


Uur2s Uur33 =. do 


Die Argumente «,, %, ... %,;, der noch übrigen Schnittpunkte sind 
dann nach (IV.) aus folgenden Gleichungen gegeben, in welchen alles Ge- 
gebene in die rechten Theile geworfen ist: 
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Tr Turn = d, 
H(a@,—u,)H(a, —u,)...H(@a — ur) _ ee. 
H(#, — u )H(A,— u,)...H(A, — u,-+ı) 
| Ha, uw)Hla,—1)..Hlo u) _ 5m 
| | H(A,—u)H(d,— u,)...H(,— uu-ı) 
ı H(a„—-u)H(a,„—u,)...Hla,—urı) _ Re 
H(Au—u)H(Au— u)... H(Pu— Uuzı) 
Die Aufgabe. aus diesen Gleichungen die Grössen 
z, =sinams, »=sinamm, ... 3,11 >= Biname,,, 


mittels einer Gleichung (u-+1)"" Grades zu finden, umfasst (abgesehen von 
den speciellen Werthen der rechten Theile) ein Umkehrungsproblem von all- 
vemeinem analytischen Interesse, insofern es aus dem Jacobischen Umkehrungs- 
problem für Abelsche Functionen hervorgeht. sobald die Abelschen Integrale 


durch Speeialisirung ihrer Constanten in elliptische Integrale ausarten. Für 


« —1 ist ein besonderer Fall des Problems, auf einem von dem hier zu ver- 
folgenden abweichenden Wege, von Hrn. Roserhain im ersten Capitel seiner 
Preisschrift über die vierfach periodischen Funetionen gelöst worden. 

Die Lösung des Umkehrungsproblems gelingt durch Anwendung _ des 
schon wiederholt benutzten Hermiteschen Satzes. Man setze zunächst 


® ® 
° a,=04,— 











a) > 
P:; vr Bi 


u, = u — . — 
au+1 u 1 


u—1 
und drücke die « durch die « aus. Dadurch ändern sich die Gleichungen 
V.) nur insofern, als überall die gestrichnen Buchstaben an Stelle der früheren 
treten. und als die erste Gleichung übergeht in 

u +++ +%,., = O0. 
Dieses aber ist die Bedingung. unter welcher der Ausdruck 
H(w— u,)H(wW—u,)...H(wW— u _,) 


+1/ 
(Wer! 





nach dem erwähnten Satze in die Form einer ganzen rationalen Function von 





js = sinamo' und von yl—z'.1—4*’3’ gebracht werden kann. deren Coef- 
licienten dann nur noch von den « abhängen. Diese Function &(z’) nimmt. 
wenn « ungerade ist. die Form an 


&b(z) = F,.ı(2)+F.-; (3').ys3’.1—-3'.1— Ks‘, 








y ;) 





ee I PO 
a Sr Nat un " 


” > MS ‘a 

















re. 
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wo die F ganze Functionen ihres Argumenis sind, deren Ordnung durch ihren 
Index angezeigt ist. Wenn aber « BE ist. so hat man 
Fe A: 
Piz) = F,(@).yz2+HF (2 ).yl-3'.1—- Rz‘; 


> 


in beiden Fällen enthält & noch «+1 OSTEN Coeffieienten. 
Nach Einführung dieser Funetion 2 (z’) nehmen nun die Gleichungen (V. 


die Form an: g 8) 
'$b(e\) nn a a ich ) 
(ı) Ga) e'$( 
HP () 
/ 'P(o;) = \ (2,) ” PR). 
(34.) ( h I (8, “ = 


72 ER De v / 
'$P(e,) Fe u e “D 3 ). 
\ ar Oo @ a ai 


In diesen Gleichungen ist alles bekannt, bis auf die Coeflicienten der Function #, 
und man kann daher die Verhältnisse derselben aus den Gleichungen (34. 
auf lineare Weise bestimmen, wozu die Anzahl derselben gerade hinreicht. 

So ist nun P/z') eine vollständig bekannte Function; wir wissen aber 
aus der ursprünglichen Entstehung derselben. dass sie für = a. %n.... Yusı 
verschwindet. Die «+1 Wurzeln der aus 2=0 durch Quadriren ent- 
stehenden rationalen Gleichung in 3’ müssen also sein 


(35) z3,=sinams, 2»=sinamem, ... 3,.1=8Sin’ams,.ı. 





wozu die Gleichung P=0 selbst dann den Werth von yzs'.1—3.1—K'z' 
liefert. und so die « vollständig bestimmt. Um die Gleichung P=0 aufzu- 
stellen, deren Wurzeln die Grössen (35.) sind, hat man also nur aus (34.) 
mit Hinzufügung von $(z)=0 die unbekannten Coefficienten zu eliminiren. 
und die resultirende Gleichung rational zu machen. Hat man so die 3’ und 





die Werthe von yz’.1—z.1—k'z’ gefunden, so liefert das Additionstheorem 





die Werthe der z und der Ausdrücke Yz.1—3.1—%k’z ohne Weiteres. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass man immer nur, und zwar mittels 
Auflösung einer Gleichung u+1'” Grades, ein einziges System oberer Grenzen 
angeben kann, welches die Gleichungen (V.) befriedigt. 


$. 11. 
Andere Behandlung des Umkehrungsproblems. 


Ich werde jetzt einige Formeln entwickeln, welche eine andere Be- 
handlungsweise des Problems gestatten. Zu diesen führt eine genauere Unter- 
31 * 








236 Clebsch, ebene Curven, deren Coord. elliptische Funct. eines Parameters sind. 


« 






suchung der aus den Gleichungen (34.) und aus P(z)=0 entspringenden 
Resultante, welche, gleich Null gesetzt, 2). 22. ... 2,;1 liefert. Dieselbe isı 


(8) pr Ä 


ng e' linear; und sie entste 







offenbar in Bezug auf die Grössen 






















also aus der symbolischen Gleichung 
(Ola OA) Orte)... 
/ / = f / 2’ \u- ® 
| (a, 0(e,P"—B,Of,y rer) = 0. 


u) 


36.) 


wenn man an Stelle der Producte der «, 5 passende Ausdrücke treten lässt, 
Diese Ausdrücke sind alle gleich gebildet, und es entspringen alle aus dem 
ersten. indem an Stelle der & successive mehrere der entsprechenden ? ge- 
setzt werden. Bezeichnen wir demnach die Coefficienten von 1, —e”, —e", 
e’:T”: ,,, durch 

(0,0 ,02...0,), (W,ß1,0...0,), (WC...) (Oi, ßiyPr...@,), US. W.. 
so ist der erste derselben, der allein betrachtet zu werden braucht, die Re- 
sullante aus 


j I\ / ! I ! u / ! 22 
2D(w)=0, Pla)=09, Pla)=0, Pla,)=O, 


also eine alternirende Function der «-+1 Argumente. 
Nach dem Hermiteschen Satz aber kann diese Resultante ersetz! 
werden durch 
,„ Hw—a,) H(@— @,)...Hw— @,).H(w+a) +0, ++ @,) 
“ 0 (ww) 








’ 


wo C von @’ nicht mehr abhängt. Da nun durch Vertauschung von w' mit 
einem der «' die Function nur ihr Zeichen wechselt, so kann man setzen 


H(w'+0,+@,+-+0,).4(0),a,,a},...c/) 
IO(w') («a ) I(a,). . Ile)! 1 ’ 








oe \ / 4 ! „f ! Re 
3.) (W,0,%...a,) = 


wobei 4 das Product der H aller Differenzen der Argumente bedeutet. die 
Ditlerenzen so gebildet, dass immer ein folgendes Argument von einem vor- 
angehenden abgezogen wird. 

Ersetzen wir in diesen Ausdrücken die w, «' ... wieder durch die 


v v 
W773 8 gg: 50 kann man an Stelle von (36.) die symbolische 

7 « 
Gleichung 


tu 


(38.) 2[w) = IT(a,—e"},) = 0 


\ 
ı—1 
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treten lassen, und muss dann die Producte der «, 3 ersetzen durch Ausdrücke 


von der Form 





(39.) [®, &,0%,...a,] = H'o+a ++ -+0,—0).I(w, 0,0%, ... €). 
u . M)) u—l 
Dabei ist nur im Nenner der Factor e(®--——;) entfernt. welcher allen 


Ausdrücken gemeinschaftlich ist. und die übrigen Factoren des Nenners sind 


gegen die in dem früheren symbolischen Producte auftretenden Potenzen der 


4 aufgehoben. 
Da nun, abermals nach dem Hermiteschen Satz, 


so hat man 


und dabei ist K_ von & unabhängig. 


dividire ich 








2 (®) K H(w'— u,) H(w— u,)...H(w — u 1) 
EICDEu ICH # 
auch 


“(o) = K.H(w—u,).H(w—u,)...H(w—u,.ı)» 
Um zunächst diese Grösse fortzuschaffen. 
diese Gleichung durch diejenige, welche durch Vertauschung von 


wo mit einer beliebigen andern Grösse &, entsteht, und erhalte: 


2(o) _ Hfo—u)Hlo—u,)..Hlo —uurı) 
2(o)  H6o,—-u)H(o,—u,)...H(w— ur) 











‘40.) 


Aus dieser Formel entspringt eine Reihe von bemerkenswerthen Gleichungen. 


Ersetzt man 
hält man: 


/ 
j 
| 





(41.) 





| 

\ 

\ 
\ 


zunächst » und w, durch die Werthe O0, K, iK’, K+:iK, so er- 























t=u-+l 
Y5,.8...8,.: — IT sinamau, 
i—1 
. er. 2 
Ve RR 
t=u-+l 
yl—2,.1—-2...1—2,;ı — II cosama, 
e—1 
7 weris ar, CR) 
er vh.yg DK’) ’ 
- i=u-+l 
yl—k2,.1—k2,...1—-kz,,,= IT damu, 
e—1 
— ar = CK ik”) 
rr 1 SpNa+i IK, 
= (y-1.yk‘) .e RAR) 


Lassen wir ferner in (40.) in —w, w, in —w, übergehen, und be- 
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merken, dass 


> 


H(o—u)H(w-+- u) (wo)  sin’am@— sin’amu 








Ho,—uw)Ho-+u Oo) sin’amw, — sin’amu " 


so finden wir: 





12, 32.3.3 _ _Klw).l— w) ICw,) E +2 
S 2, —3 3, — 3:3, — Butl 2(w).2(— w,) J(w) 


Wo 


z=sin’amo, 2,=siname,. 


Wenn wir in dieser Formel für z, z, eine Reihe specieller Werthe setzen. 
so erhalten wir lineare Gleichungen zur Bestimmung der symmetrischen 
Functionen von 21, Z2» - + 24:1, und wir sind auf diese Weise im Stande. 
direct eine Gleichung aufzustellen. deren Wurzeln die Grössen z sind; eine 
neue Art. das oben ausgeführte Umkehrungsproblem zu behandeln. 

Die Gleichung (42.) liefert eine einfachere Form der rechten Seite. 
sobald man für z, z, ein Parameterpaar a, b eines der « Doppelpunkte, und 
also für w, ®, ein Paar der Reihe &,. 9: 0. a5... @,, Pu Wählt.  Als- 


- uU 





 Sla;‘ v A 
dann ist wegen (40. arme), und man hat demnach « Gleichungen der 
u. \(4) 5 zu 
folgenden Art: 
G—2.h— 2... —2 v, (—a) ( O(B) Nut? 
43. nee oe N Gel) 
b—23.5—2,..& —2u4ı 2C—P,;) 9(a;) 


Die angelührten Formeln des Hrn. Roserhain gehen aus den hier ge- 
gebenen hervor, wenn man «=1 und 5 =-—e« setzt, durch welchen letztern 
Umstand einige specielle Vereinfachungen eintreten. 


$. 12. 
Periodicität. 
In dem soeben betrachteten Umkehrungsproblem sind die Grössen 


3)» 32». 3,1 Oder ihre symmetrischen Functionen periodische Functionen 
von ©. %. da. ... ©,, und zwar (-+2)fach periodische. Die eine Classe 

I arı ’ace n . h) . “> v. 
der Perioden umfasst « derselben. und rührt von den Exponentialgrössen e 
her. Die z bleiben unverändert, wenn man irgend eine der v, um 2h,ay—1 
vermehrt. Dagegen rühren die andern beiden Perioden von den elliptischen 
Integralen her. Vermehrt man ve um 2nK-+2niK’, so können dabei sämmtliche 
z ungeändert bleiben, vorausgesetzt nur, dass man gleichzeitig die vo, gehörig 
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ändert. Geht nämlich a, in «,+2mK-+?2niK' über, so verwandelt sich 
H (a, — ur) 


—_-  — in 
H (ß; une Ur) 





nr) nn” = 
x (4B:) Ho; — ur) 


H ($;— ur) 





e 





Erhalten also alle # ähnliche Zuwächse, und bedeutet jetzt m die Summe 


. : nay—i RP: 
aller m, » die Summe aller », so geht ®, in e, + — (@,- ,) über. 
(Gehört also ein gewisses System 

31» PIE . . . Zyu-+19 
zu den Variabeln 
Di Be 


so ist das allgemeinste System von Variabeln, welchem dieselben Grössen z 


angehören. folgendes: 
'v = v +2mK-+2RniK', 





’ ; niır 
cı = 9%, +?2h, in 7 (&, —Pı)» 
A, gr ..., Wi | 
(44.) % = % +2h,in-+ _ (5 — (9). 
Ä Re ' niın 2 
Öu _ Zr r 2h, Zu { BE (c > Pu)» 


wobei die m, n, h von einander unabhängige, willkürliche ganze Zahlen 
bedeuten. 
$. 13. 
Ein specieller Fall des Umkehrungsproblems. 

Es soll jetzt die Frage untersucht werden, welche Bedingung zwischen 
den Grössen ®, ®,. ... ©, eintreten muss, damit dieselbe gleich ähnlichen 
Ausdrücken wie (V.) werden, nur mit einer Unbekannten » weniger: damil 
also Gleichungen folgender Art bestehen: 

urat tu, =®, 
H(a, —u)H(e, —u,)...H(a@, — u.) 
H(ß, —w)H(#, — w,)...H(P, — u, 


(45.) | H@.—w)Hle, —a,)...Hla, —uu) . 
H(P, cr u,)H(P, == u,)- .H(ß, E> Uu) IL 








. . [3 “ ® . 


' H(a,„— u, )H(au— u,)... H(au— u,) v 





H(Bu— u,)H(Au— u, ) .. .H(Bu— U) 
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Dieser Fall lässt sich ganz nach Art des oben gelösten Umkehrungsproblemes 
behandeln: ja man kann die oben entwickelten Formeln hier wiederum be- 



























nutzen. Man hat nur die Function & hier durch eine andere zu ersetzen. 
welche nur für « Werthe verschwindet, und sodann aus einem System von 
Gleichungen wie (34.) zu eliminiren. 
Setzt man also 
[215 2...) = Hat a+--+0a,—0).I(a,, 25... 0,). 
und bildet man eine Reihe ähnlicher Ausdrücke. indem man an Stelle der « 
allmälig die 9 einführt; ersetzt man endlich diese Ausdrücke symbolisch 
dureh die Producte der « und ?, so ist die gesuchte Eliminationsgleichung 
in der symbolischen Formel enthalten: 


, N / „v, 9; f „vu u de 
46.) (et) —e":P,) ... (nn —e"PB,) = d. 
Ich werde jetzt einen besonderen Fall untersuchen, in welchem diese 


Gleichung erfüllt sein kann. In diesem Falle ist 
ve = En‘ 
(47.) | gmi(e,—Pß,) 
| fi [ie - H(a, — &;) H (a, — — dr) 2K 
e . 1)" \ ir ‚ H(B, — a;) Hd, — Pk) 








Die Quadratwurzeln sollen so genommen werden. dass, wenn 


arv—l 
U, + v®V ii “-v ae — ((a —P,! tie —ß 


rs Mn a \Atrd hu IK 
(48.) e 0 ua rn He 


geselzt wird. 





Sa...) 
49.) H =- u) 
\ / IB, ß,; ... Pu) 


was durch passende Wahl eines einzigen Vorzeichens ermöglicht wird. 

Die geometrische Bedeutung dieses Falles wird sofort deutlich, wenn 
man die Werthe von © und e“ in die Gleichungen (45.) einführt, und sodann 
die erste Gleichung mit 2 multiplieirt, die andern quadrirt. Mit Hinweglassung 
von Vielfachen der Perioden erhält man dann: 

ER RB = 0 
Han» — u) \’_ 1 H(a, — a;,)H (a, — ß;) 
, Hu) I) T 2, Hin — a )H (Ar — Pr)’ 
h=1, 2. er 


Dies sind die Gleichungen (IV.) für m=n—3, wenn man die Argumente paar- 


u 
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weise zusammenlallen lässt. und sie stellen also die Bedingungen dar für die 


7 
® u ‘ ee hr «ı) 
Aroumente einer Curve (2 —3)" Ordnung. welche durch « Doppel- 
. © 2 | | 


punkte geht, und die Curve vierter Ordnung noch in « verschiedenen Punkten 
berührt. Es zeigt sich. dass solche Curven möglich sind. dass aber zwischen 
den ganzen Zahlen p, g. hı. ... A, eine Bedingung stattfindet. 


Betrachten wir das Aggregat zweier Terme von (46.) deren einer 


elwa ine’ ° "  * multiplieirt ist, während der andere dureh den Factor 
gti 2 “ characterisirt wird. Dieses Aggregat ist. wenn V die Summe 


%ı ©, -.. ©, bezeichnet: 


ER 


ir, 84. MER), © PRENDE 76 r 1 oT. 0... 0..-Banne Due \ 
Lyra [ < j 2 4 Mas 3 1 I ul j 
[ch dividire durch 
[&, 3 22 ...0,,ß, Fe ' 

und betrachte den Ausdruck: 

u Fi 

50.) + (\ “ 2 “ . Hd. BT ıtrV2a re. trV,)_] | Ho! ) 

Ei a, ‚&,,.. 


Nach der Definition der eingeklammerten Ausdrücke hat man nun für das 
erste Glied der Klammer: 


Or,41y +++. , 


ra 
ß; tl; ... Pu 





HB+RA+-+B+er+ +00) IB Are Br; 


’ 
Ho, +e,+ -+@, + Pr11+ "+ Pu—v) Ila,0,,...0,, 











wo 
ıny—l n 
fr — ((a,ı—Pj} a2 2 a, ß, ) 
0 = € 
Ist nun 
dd 
MR) N MM] | 1 je) 
0 = Pı TtrPaTt° +9,4 &,4ı rt 0%y 22 (+ Ph, 
so ist auch 
[7 
FR: a: we‘ a ww / ) 
— (| == 0, 0,7 7, EN ie u a a un (Ru, [?h)* 


Bezeichnet ferner immer i, © einen der Indices 1. 2. ... r, k, # einen der 


' .ın—d ' . | ’ 2 
Indices r+1, r+2. ... m. und sind die // fortan Zeichen von Dilfe- 


renzproducten, so kann man statt obigen Ausdrucks folgenden setzen: 
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H(o—pK--qgik’ ) ITH(,— 8,).IIH(3,—e,) ITH(a,—«@,,) 
I Hlo+pK+gik’) TIH (a, —a ,). IIH(a,—B,).IIH(B,—ß,) 








TIH C@— a )VITHCa a )TIH BIN) _ . Ho-pK-giK) 


HIH(8,—B,)YITH(8,—$,)TIH(B,—e,)ITH(B,—a,) H(o-+pK--gik”) 








Führt man dies und den Werth von e ein, so enthält der Ausdruck (50. 


den Factor 





H( (0- pK —qgik' I m 1% Haar... th, tu KR (bh raa— Pat. Ri Pu) 


Te s+pK+-gik”) 


7 


und er verschwindet also, wenn dieser Factor verschwindet; ja die ganze 
Gleichung (46.) ist erfüllt, wenn alle Factoren dieser Art gleichzeitig zum 
Verschwinden gebracht werden können. Dies hängt von den Zahlen p, g ab: 
man hat 
anerpAW—ı 

H(o— pK— qik’) — (1) ‚H(o+pK—qik') _ (_A\ttPe jr Z 

H(o-+pK--qik') H(oo+pK+gikh) N 
Wenn man nun diesen Werth in den obigen Ausdruck einführt, und die Werthe 
von 0, o substituirt, so bleibt nur die Gleichung übrig: 


h h,- hu 


EEE a ER 


und man hat den Satz: 


Die Gleichungen: 


tt tu = pK+giK +48 (0, + Pi); 
ara, P, iu 
Ha, —u)HCa,—u,)...H(a,—u,) . nn ALICE ICE 
HB,— w)H(B.— u,).. Ho, 757 ERER Vi A@,—a)H(ß,_B)’ 
ee u, 


in denen p, q, h, ganze Zahlen bedeuten, und wo die Vorzeichen der 
Quadratwurzeln so zu wählen sind, dass das Product aller gleich 


AI ke, — 


A B, Bu) 


ist, können immer zusammen a sobald 








(51.) (g+l)(p+1)+h+thr+-+h, = u+1l (mod. 2). 


Die zu den « gehörigen 3 zu finden, wenn die Gleichungen (45.) zusammen 
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bestehen können, hat keine Schwierigkeit: man lässt eine der Gleichungen 
aus, und hat das früher behandelte Problem vor sich. 


$. 14. 


Einfluss von Rückkehrpunkten. 
n.n--3 . 

Wenn von den Zug vargd Doppelpunkten der vorliegenden Curve n" 
Ordnung einige in Rückkehrpunkte übergehen, so treten in den Betrachtungen 
der vorigen Paragraphen nur wenige Modificalionen ein. Für einen solchen 
Punkt wird dann 5 = «@-+e, und & convergirt gegen Null. In dem Abelschen 
Theorem (ll. oder III.) tritt daher an Stelle des Ouotienten Hia—u): HP — u) 

\ } x ı er 
der Ausdruck 
Ho; — u 


H(a,- Eu 


H'(@;,— u) 
H(@—u) ’ 
und die betreffende Gleichung des Abelschen Theorems wird 
| 3  H(o;— uan) ’ 
T, = + — —— +. + oo — U — Const., 
H(a@,-—u,) Ho, — u,, H(&@;,— un) | 
wo der Werth der Constante aus dem der früheren Constante durch einen 
Grenzübergang leicht zu ermitteln ist. Aber auch in dem Umkehrungspro- 


blem (V.) tritt an Stelle der betreffenden Gleichung eine andre; man muss 





setzen, und erhält: 
H’(,—u) H(o—u,) |  H'(@, —uu+ı) ” 
1 ee pt m ————— _— Do (,, 
He; a u, ) H (@; kann u,) H (@, er Hu 1) Pr 


Das Resultat des Umkehrungsproblems ist aus dem früheren noch immer durch 
einen Grenzübergang leicht abzuleiten; aber es ist wichtig, dass durch das 
“intreten dieses Rückkehrpunktes die eine Periode ausfällt, nämlich diejenige, 


welche von der Exponentialgrösse e‘ herrührte. Bei x Rückkehrpunkten ist die 
Anzahl der Perioden also nur noch ei —z; und wenn eine Anzahl 
von Doppelpunkten bei dem Umkehrungsproblem ausgeschlossen wird, so dass 
nur noch « übrig bleiben, unter denen sich 2’ Rückkehrpunkte befinden, so 
redueirt jene Zahl sich auf u+2—7'. 

Eine obere Grenze für die Anzahl von Doppelpunkten, welche in 
Rückkehrpunkte übergehen können, liefert die Zahl der Wendepunkte der 


Curve, welche 32—2z ist. Die Anzahl der Rückkehrpunkte kann also — 


7 


nicht überschreiten. 


32 * 
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$. 15. 
(seometrische Sätze. 
Für die geometrischen Anwendungen, zu denen ich mich jetzt wende, 
ist es etwas bequemer, statt der im Abelschen Theorem auftretenden Grössen 
Hla,— u, 


H(8;— u) 


solche einzuführen, welche sich von den Logarithmen dieser Grössen nur um 


passend oewählte Constanten unterscheiden. Ich setze 


Pu). I 0 Bm) 
a en ey 


u eat 


08. — - — - 
H(A,—u) n.n—53 


Die Gleichungen für ein Schnittpunktsvstem (II. oder III.) gehen dann in die 


einfache Form über 


u, +, Le %,, 0=2pK +2gikK", 
UT, 
| H, T N, RR Un en 0 — 2h, TI 2 4 K nur ve. 3.) n 
53. 
fn.n—3 \ ( n.n—3 \ nn) . 
ou ., us ar re 7 
a ae 7er 7 7° Sh,.n Kuss Brauze =#,, 


> > ) 


’ ze in n.n—d 
oder nach IV., wenn die Curve m” Ordnung durch —— 





— ıt Doppelpunkte 


geht, und die Indices 1, 2, ... « sich auf die übrigen Doppelpunkte beziehen: 





dd 
t er . PR g w,; . 
u. 7%. ++ = 2pK +RaiK + 3 (a, -+Pß,). 
4 N I?h)» 
ger 
u tT%. +++ = 2hin- j (, —Pı) 
me H 17 —(;) H 7 N u Be \ g er 
| > loo rg ! N rı u x loo HC f i) He, of ) 


| ) 
nn —— > y 
ker] { 3 f id ‘) u / N / 
(53% Fun H(#, a,) HH P, Pi Nn.Nn—I ;—l H (P, — 6,) HC, - iM) 
Jr i 





ai 2 girt 
u) Lu’... u) — 2h,in- { =. 
l ? fi dd k \ ‚u f U) 
‚ Zn H’a— «,)H(«,- Bi) A “ H(a@,„— «)H(«.— f,) 
| hrusc“ ” H(du— a) H (Pu Pi ti. N- 3 a = 


en H(ß.—e)H(a.— P) ’ 
(A=n(m—n+3)+2u), 

wo bei den Summen immer dasjenige Glied auszuschliessen ist, bei welchem 

das Argument einer der H4-Functionen verschwinden würde. 
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Man kann von diesen Gleichungen ausgehend, alle diejenigen Probleme 
behandeln, welche ich in meinem Aufsatz über die Anwendung der Abelschen 
Funetionen in der Geometrie, Band 63. pag. 159 dieses Journals für Curven 
ohne Doppelpunkte, und welche ich in diesem Bande. pag. 43 für Curven mit 
n—1.n- 2 Mn ' . : 

— ——— Doppelpunkten gelöst habe. Ich werde mich, da die Methode ganz 
2 
dieselbe bleibt, begnügen, für den vorliegenden Fall die folgenden Sätze 
anzuführen. 

I. It m —n—?2, und sind auf der Curce nn" Ordnung aussen 


n.n— 93 
——— — 1 Doppelpunkten, noch 


mm— nn —3)+Ru—r(u+l 
Punkte gegeben, durch welche sämmtlich eine Curve m” Ordnung gehen 
soll, während von den übrig bleibenden u Doppelpunkten z' in Rückkehr- 
punkte übergehen, so kann man diese noch auf r“ * verschiedene Arten 
so legen, dass dieselbe mit der Curve n“ Ordnung in u -+1 verschiedenen 
Punkten eine r punktige Berührung hat. 
Legt man eine Curve m Ordnung durch die festen Punkte so wie 


n.n—) 
dureh jene Di 


Berührungspunkte von r—1l Curven gehen, welche aus obigem Problem 


— ut Doppelpunkte, und lässt sie zugleich durch die 


enlspringen, SO schneidet sie die Curce n Ordnung noch immer in den 
Berührungspunkten einer r"" Curve derselben Art. 

ll. Nimmt man vr Punkte weniger als gegeben an, verlangt aber, 
dass die Curve m’ Ordnung in u+rv+N1 Punkten r-punktig berühre, so 
giebt es 1“ +“ Systeme von Curven m“ Ordnung, welche der Forderung 
entsprechen. 

Der vorige Satz über die Lage der Berührungspunkte besteht fort; 


insbesondere aber liegen die bBerührungspunkte von r Curven desselben 


Systems mit den festen Punkten und den ne . — 1: Doppelpunkten stets 
in einer Curve m” Ordnung. 
ill. Ist insbesondere 
mm—n(na—3)+2u—r(u+r+1l) = 0, 


so dass gar keine festen Punkte auf der Curve gegeben sind, so ist die 


Zahl der Systeme, wenn m, r relative Primzahlen, gleich r“  “; wenn aber 


nem, Tre, 
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wo s—1 und m, r relative Primzahlen sind, so ist die Zahl der Sy- 


u-72—x' "u 


steme nur r" —r! 





Die Sätze über die Lage der Berührungspunkte bestehen fort. 





Diese Sätze sind einfache Folgerungen aus den Gleichungen (53.). und 





man erhält sie aus den entsprechenden Sätzen der angeführten Abhandlung. 
wenn man die dort eintretende Periodenzahl 2» durch die hier eintretende 
u+2—x' ersetzt. . 
Nur ein Umstand ist es, welcher den hier erhaltenen Lösungen einen 
besondern Charakter giebt. Die Perioden sind nämlich hier nicht gleichartig. 
indem die Perioden 2X und 2A’ schon ihrer Entstehung nach sich wesentlich 
von den verschiedenen Perioden 2:7 unterscheiden. Die Folge hievon ist, 
dass die Lösungen resp. Systeme, deren Anzahl im Allgemeinen immer r""* 
war, sich von vorn herein in r Gruppen theilen, deren Glieder durch gemein- 
schaftliche Werthe von p, q verbunden sind. Auch vertheilt sich die Ernie- 
drigung, welche die Zahl r“ "* bei Ill. erfährt, wenn m, r nicht relative 


gil! 


Primzahlen sind. auf diese Gruppen keineswegs gleichmässig, vielmehr 
dabei, wie man sofort sieht. folgender Satz: 

Die Systeme ll. theilen sich in r' Gruppen, von denen die r —r 
Gruppen, für welche p, q nicht gleichzeitig durch s theilbar sind, je r' 


1—r' Iu—ı 


Systeme enthalten, während in den r" übrigen Gruppen nur je r‘ r'# goirk- 


liche Systeme vorkommen. 
Die geometrische Bedeutung dieser Gruppirung kann man dadurch aus- 
. y EZ ‚.n.n—3 
drücken, dass, wenn man eine Curve m” Ordnung durch die ec: on 
pelpunkte, durch die festen Punkte, und durch die Berührungspunkte von r | 


— ıı Dop- 


Curven derselben Gruppe legt, diese noch in den Berührungspunkten einer 
r" Curve derselben Gruppe schneidet. 
$. 16. 
Berührungscurven (a —3)"" Ordnung. 

Das Problem der Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung, und 
die Erweiterung, welche ich demselben a. a. ©. für Curven »'" Ordnung ge- 
geben habe, führt hier auf die im $. 13 behandelte analytische Aufgabe. Man 
setzt m =n— 3, und sucht diejenigen Curven (2 — 3)" Ordnung, welche durch 


n.n— 9 a 
u uniaee „ Doppelpunkte gehen, und ausserdem noch die Curve »“' Ordnung 


berühren, wo sie derselben begegnen, d. h. in « Punkten. Man lässt also 
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die u paarweise zusammenlallen, und findet aus (53*.) nach Division mit 2: 


dA 
| | mar 1 23 ie R) 
nz u) + +1 A pK-+gikh . 2 (e 7 Pr)» 
| Ä RE | 2 j " H(«, —a,)H(a, — Pr) 
tn +4 = hin+z lea -A)+t2leg 3 —— ia: 
ai p _h “-ı ”H(3, — a,)H(A — Pr) 
1. A H(a„— a,)H(a,„— Pi) 
u Hu) ++) = hit WER, BET E 4 munter hen ei 2. 
l 2 u zhk IM, . e H (9, a; ‚H Du x) 


Dies sind in der That die Gleichungen welche in $. 13 zu Grunde gelegt 
wurden. Nun zeigte sich dort, dass die Erfüllbarkeit dieser Gleichungen an 


die Bedingung geknüpft war: 
(g+1)(p+1)+h, ++ +h, «+1 (mod. 2). 


Von den Grössen q, p, h, welche sämmtlich die Werthe O und 1 annehmen 
können. ist also eine durch die übrigen bestimmt. und die Anzahl der Lö- 
sungen wird also 2°". Sind aber unter den ausgeschlossenen Doppelpunkten 
noch 2 Rückkehrpunkte vorhanden. so sind in den obigen Gleichungen ebenso- 
viele Grössen Ah auszulassen, und die Zahl der Lösungen beträgt nur 27“, 
Hieraus, und aus Betrachtungen. wie sie am Schlusse von $. 8 der 
angeführten Abhandlung angestellt sind. ergiebt sich folgender Satz: 
n.n—d 


2 
; re n.n — Js 
Rückkehrpunkten 2" Curven (n— 3)” Ordnung, welche durch —, — — u 


2 


IV. Es giebt für eine Curve n’” Ordnung mit Doppel- resp. 


dieser Doppelpunkte, von denen z' in Rückkehrpunkte übergehen, hindurch- 


gehen, und zugleich die Curve noch in u Punkten berühren. 
n.n—93 ‚ . a 
Insbesondere, wenn u = — Dr und also die Curve (2 —3)" Ord- 
nung durch keinen der Doppelpunkte geht: 
n.n—3 


— ri ö 
Es giebt 2 Curven (n— 3)" Ordnung, welche eine Curve n' 


! 





5} 
. N.N — 0 m 
Ordnung mit — Era Doppelpunkten und z Rückkehrpunkten berühren, wo 
mil nm 
sie derselben begegnen, also in 5 — Punkten. 
n— 1.n— 2 — 
Unter den 2 Systemen von ÜCurven 2h— n— 3" Ordnung 
i a u i . 1 n.n— I 
h—>n—3), welche bei geradem n die gegebene Curve in hn— —, Punkten 


DI 


berühren, hat die Hälfte die Eigenschaft, dass ihre Berährungspunkte mit den Be- 


rührungspunkten einer von den angeführten Curven \n-3)“ Ordnung in einer Curve 
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—].n 2 
—— Hi 


h” Ordnung liegen. Die Zahl 2° st, wenn n ungerade, um 1 zu 





rermindern: und dabei vermindert sich um 1 die Zahl derjenigen Systeme. 





welche die angegebene Eigenschaft nicht hat. 





Ueber die gegenseitige Lage der Berührungspunkte dieser Curven 
2— 9)" Ordnung finden noch weitere Sätze statt. Betrachten wir z. B. die 
Systeme von Curven 2/2— 3)" Ordnung. welche die gegebene Curve in n.»— 3 
Punkten berühren. Für die Berührungspunkte finden dann nach (53.) folgende 


Gleichungen statt: 
+ ++. = PAHOK, 
in (ar, — Pi) 


um LuPL.. u. H,in+0:! 


: 03 K 





Y 
. we » . . . n.NnN—-y9 i 
wobei der Index h sich auf diejenigen —;— —z Doppelpunkte bezieht. 


> 
welche nicht in Rückkehrpunkte übergehen. Die ganzen Zahlen Y, P. 0 
dürfen sämmtlich die Werthe O0 oder I annehmen. nur nicht eleichzeitis alle 


den Werth ©. weil dann die obigen Gleichungen nicht mehr ».»—3 Berüh- 


rungspunkte einer Curve 2/2 —3" Ordnung, sondern ».2—3 Schnittpunkte 
. n.n—3 19 . 
einer Curve (2r— 3)” Ordnung angeben. Es giebt also 2 ° —1 solcher 


Systeme. Untersuchen wir nun, wie oft in einem solchen System eine Curve 
in zwei Berührungseurven »—3," Ordnung zerfallen kann. Bezeichnen wir 
die den letztern entsprechenden ganzen Zahlen durch p, q, Ah und p', g. dh. 
so hat man olfenbar die Bedingungen: 


54.) p+p=P, g+q=0, K+th=H, 


aber ausserdem auch 





—— (mod. 2), 


(pt) g+D+rh = 


- 
m 
, 


’ x > h' 


I(p'- I)(g+1)+2 


= —— (mod. 2). 


Trägt man nun die Werthe von p, q. A in die Summe der beiden Glei- 
chungen 55.) ein. so bleibt 


56.)  qP+pQ = PQ+P+Q+FH (mod. 2). 
Man sieht hieraus, dass die 2 Systeme sich in drei Classen theilen. 
I. P=0, Q=0 und FH=V0. Diese Classe umfasst, da man 


n.n— od an T ; 
——- — z— 1 Grössen H beliebig gleich O oder 1 setzt, aber nicht alle zu- 


2 3 





= 








Clebsch, ebene Curven, deren Coord. elliptische Funct. eines Parameters sind. 249 


eb z—lI 
gleich verschwinden lassen darf, 2 ° — 1 Systeme. In jedem dieser 


Systeme darf man für p, q, k noch die Zahlen einer beliebigen Curve \» 3) 


n.n } 


in “ . . „7 . ) * | 4 
Ordnung wählen. Folglich ordnen sich für jedes der 2 ° -] Systeme 
n.n—)3 n.n—3 
. ee Ye + x / Yı\ter . : Br um 
die 2 ° Curven (2—3)'" Ordnung paarweise so, dass jedes der 2 
Paare eine Curve 2/2 —3)" Ordnung des Systems wird, und dass also in 
n.u—3 —) 
a ER 
diesen Systemen überhaupt 2 a I) Paare vorkommen. 


> 
nn ’ 
— p4 


2. P=0Ö, Q=0. FH =1. Diese Classe umfasst 2 ° _ Systeme. 
Für sie wird die Gleichung (56.) unmöglich. und sie enthalten also keine 
Curvenpaare der (a—3)"" Ordnung. 

3. Eine der Zahlen P, OQ von Null verschieden. Diese Classe um- 


n.n—)s 


+ ehe . Er . . 
fasst 3.2 ° Systeme. da alle #4 willkürlich sind. und P, O0 noch die 
Werthe 0, 1: 1. 0; 1, 1 annehmen können. In jedem dieser Systeme kann 


man eine der Zahlen p, qg beliebig wählen. ebenso sämmtliche H bis auf eines, 


n,.n—)J3 


wodurch denn alles bestimmt ist. In jedem Svstem kommen also 2 


n.4 


ter fl a x Fe nn zu 
Curven (a—3)"" Ordnung vor. welche für jedes System 2 Paare 


#4 


\teı 


ergeben, deren jedes eine Curve 2(»— 3)" Ordnung ersetzen kann. 

In Bezug auf die Berührungspunkte der Curven (»—3)"" Ordnung er- 
giebt sich. da die Berührungspunkte zweier demselben System angehörigen 
Paare immer auf einer Curve 2('»— 3)" Ordnung liegen, folgender Satz: 


n.n—3 
—y4- 


Die 2 ° Curven (n—3),“ Ordnung, welche die gegebene Curve 
n,n—)J3 n n—)3 


n.n—3 i ee 

in Eu Punkten berühren. bilden im Ganzen 2 ı ee I\ Paare. 
Diese Paare theilen sich zunächst in zwei grosse Classen, von denen die erste 
n.n—3 n.n—)3 n.n—3 n.n—3 


I 53 \ . . ‘ ‘ > ö ‘ 2 ) 
Bis (2° —1,, die zweite 3.2 : 5 Paare enthält. Vie 


n.n—3 n.n—3 


—y-4-] 





erste Classe zerfällt wieder in? °’ nl Systeme von je? ° “ Paaren. 
dergestalt dass die Paare jedes Systems zusammen alle Curren (n-3)" Ord- 
nung, jede nur einmal gerechnet, enthalten: die Berührungspunkte je zweier 
Paare desselben Systems liegen auf einer Curve 2{n— 3)" Ordnung. Die 


n.n—)3 n.n—3 
m _ 4 —— 
2) 


sweite Classe zerfällt in 3.2 Systeme von je 2 
Paare eines Systems bilden zusammen die Hälfte aller Curven \n—3)'" Ord- 


1 
Paaren: die 


Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft. 3. 33 
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nung; und wieder liegen die Berührungspunkte zweier Paare desselben Systems 
auf einer Curve 2 (n— 3)” Ordnung. 
Da hiebei jede Curve 2(2— 3)" Ordnung offenbar dreimal auftritt, ent- 


ter 


sprechend den drei Zerlegungen von vier Curven (2 —3)" Ordnung in zwei 


J 


Paare, so giebt es im Ganzen 


n n—)3 n.n—3 n.n—)3 





[pw 
LAW 
m 
Lay 
VD 
' 
I 
! 
— 
Dun 


Curven 2(n— 3)" Ordnung, welche sich durch die Berührungspunkte von je 
vier Curcen (n— 3)" Ordnung legen lassen. 

Die obigen Sätze werden illusorisch. sobald, was bei Curven vierter, 
fünfter und sechster Ordnung noch geschehen kann, alle Doppelpunkte in 
Rückkehrpunkte übergehen, oder doch nur ein einziger wirklicher Doppel- 
punkt übrig bleibt. Im zweiten Fall giebt es nur ein einziges Paar von Curven 
»—- 3)" Ordnung, welches zugleich das einzige System der zweiten Gruppe 
ist, während von der ersten Gruppe nichts übrig bleibt. Im ersten Fall da- 


gegen, wo überhaupt kein A mehr vorhanden ist, mnss man auf die Gleichung 


s B . 
(»-+1)g+1) = — —— (mod. 2) 


I 


zurückgehen, und findet sofort folgende specielle Resultate: 

Es giebt eine Doppeltangente für eine Curve vierter Ordnung mit 
zwei Rückkehrpunkten. 

Es giebt drei Kegelschnitte, welche eine Curve fünfter Ordnung mit 
fünf Rückkehrpunkten in fünf Punkten berühren, und die fünfzehn be- 
rährungspunkte liegen auf einer Curve dritter Ordnung. 

Es giebt drei Curven dritter Ordnung, welche eine Curve sechster 


Ordnung mit neun BRückkehrpunkten in neun Punkten berühren. 
Y f 


s. 17. 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 
Als Beispiel für diese Untersuchungen werde ich die Curven vierter 
Ordnung mit zwei Doppelpunkten behandeln. Die Axe x, sei die Verbin- 
dungslinie der Doppelpunkte, die Axe der x, gehe durch den einen Doppel- 


punkt. die Axe der z; 


durch den andern: die Gleichung eines Paars von 
Geraden, welche durch die andern Schniltpunkte der Axen ıx,. x, mit der 
Curve geht, sei A.C=0; dann nimmt die Gleichung der Curve die Ferm an 


(0% 
-n 


(57. f= 2 +21,2.%;B+xj AC=0, 
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wo A, B, C die linearen Ausdrücke bedeuten: 


A =, +92 +qa,2,. 
B -— b, T, -b; Mb} Tr D,.%; , 
Y f 

Ü - C, Hr — Ca To 7 C; L;. 


Der Kegelschnittbüschel, durch den man die Punkte der Curve paarweise be- 
stimmt, sei 
98.) 2 +12, A = VÖ: 
er geht durch die Doppelpunkte, und durch die festen Punkte m = 0. A = 0 
und 2, =0. A=0,. welche auf der Curve liegen. Verbinden wir die Glei- 
chungen (97.). 98.) mit einander. so erhalten wir an Stelle von f=0 die 
Gleichung: 
59.) WFA-AUB+C= 0, 
welche für die x vom ersten Grade ist. Sie stellt die Verbindungslinie des 
beweglichen Punktenpaars dar, in welchem ein Kegelschnitt des Systems (58.) 
die Curve f= 0 schneidet. und die Curve, welche von dieser Geraden um- 
hüllt wird, ist also der Kegelschnitt 
AC-B =d%. 

Derselbe hat die Gerade zur Tangente, welche durch die gewählten Grund- 
punkte geht (A=0): aber auch C=0, welches die Punkte verbindet, in 
denen zwei von den Doppelpunkten nach den festen Punkten gezogenen Ge- 
rade die Curve treffen. 

Legt man jetzt einen Büschel P+0o0=0. dessen Strahlen nach den 
beweglichen Schnittpunkten gerichtet sind, so hat man o als Function von A, 
und die x als Functionen von 4 und o darzustellen. Aus (59.) und aus der 


Gleichung des Büschels ergiebt sich: 


Ye = (pn +04); —-Udb,+c,)— (+0) (Ma,—2Ab,-+c,), 
(60.) 0m = (+0) (Ka, —24b,+c)—-(pıtog) (Ma; —2ıb,-+c;), 
0% = (p+teg) (Ha; —24b,+c)—(p+o0g)(Aa—24b,+c,), 


und wenn man diese Ausdrücke in (58.) einführt, findet sich die quadratische 
Gleichung durch welche go als Function von 4 gegeben ist. Diese Glei- 


chung hat die Form 

(61.) P+2Ro+0o =, 
wo 
P= Z20,PP:; 
RR = FZIw,P 4; 
Q0= zz 


ne U; q: ’R . 


(62.) | 
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Und wenn man der Kürze wegen setzt: 





L\ —— „a, — 2ıb, +6. 











(693. ) 'L = Kmr— 2b, + 6, D 
| L, = Ka, —Rib,-+C;, 
so ist 
wu —RLL,, 0, = -—L—ıL,(al—aL)—Al,(aL—a;L,). 
64.) m—=rllb(ab—aL), w= Lh—iL(ab—alL;), 
03, =RAlL,(al—aL),. > Llsa+4L[ ala — al). 


Weseen der Gleichungen, welche hieraus folgen: 


ud, +0 L u. 0,1; nn 0. 
vw 1 L, t U En 1 DE L: > 0. 
u. L, 7 W;; L; + Vs; L; — 0. 


kann man die Unterdeterminanten W,, in die Form bringen 


W,; — —M. L, E ’ 
und man findet 


(65.) M — L + \ (@; L; — (di L,)‘ . & 44 d, L; L. gi 24L, (a; L, + di; L;). 
Die Determinante der Gleichung (61.) wird also 
0’—-PR = M.(Z2+1,9:9)" 


und man hat 


Bee gI-R+Z+ ng) va}, 


wobei unter der Wurzel nur noch ein Ausdruck vierten Grades in A steht. 
wie es sein muss. 

Die Einführung dieser Ausdrücke giebt. nach einer Reduction wie in 
$. 4, die folgenden Werthe der ı: 


I 


IL, = VW HH TORTE —\R I, — G3 L,) } N, 
0% = MHTOR TI — Ya za | L;) yM, 


— Du 


I, = MAT ds 93h \gı I u}; L,)yM. 


Da indessen die Coordinate x, ohnedies vor den andern bevorzugt ist, so 
kann man ohne weitere Verletzung der Symmetrie 9 = g=0 setzen, was 
damit übereinkommt, dass das Centrum des Büschels in die Verbindungslinie 


der Doppelpunkte gelegt wird. Man erhält dann: 
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[ OT, ee 2L; | PER 
(68.) ( 0% — L IL, + . (a; L, Per d, La, + } M \ . 
ÖL; = L» ib en h d; En — dl; En ) rg ] M\ . 


Die rechten Theile dieser Gleichungen verschwinden nun sämmtlich,. wie 
schon oben gezeigt für gewisse Werthe von 4, welche der Frage fremd 
Bemerkt man nämlich die identischen Gleichungen: 

IL +? L—aL)Y—M = 4L,(a,L-—al,), 


L-iMal—-aL)'_ —M = 4L,(ol,—al,). 


sind. 


so sieht man. dass alle rechten Theile der Gleichungen (68.) verschwinden. wenn 
L,=0 und YM=-IL-+4(@a,1,—a,L,)\, 
L,=0 und yM= |L-iaL-—-aL,)!. 
Man hat also im Ganzen vier Werthe von Z, und für jeden derselben hat 
die Quadratwurzel ein bestimmtes Vorzeichen. 


Die Werthe. für welche die x einzeln verschwinden. erhält man aus 


den Gleichungen: 


für ©: L.=0  y‚M= }L+4lal,—a;L,)\ 

L,=0 yM=—-ıL,-ia;L.-@L)}; 

für ©: u y‚M=—ı\L,-Ala,lL,—a,L;)\ 
= 0 ‚M=-—L, 

a4L,—-aL,=0 yM=-—-{L+4@L,—al1,)}; 

für ;: L, = 0 YM=—IL-+4[(41,—a,L,) h 


Az 0 ) M— L, 
a,L,-aL,=0 yM= {L-/al.—-aL)N. 


g. 18. 
Einführung der elliptischen Funetionen in die Coordinatenausdrücke 
der Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 


Bezeichnen wir nun die Wurzeln von H= 0 durch m,. m,. m,. m,. 


und setzen 
m m er‘ 





smamu = ———: ——-, 
m—m A— m, 
2 m —m, A—m, , m, — m,.m, — m 
cos ama = — ee ln E , 
m,—m, A—m m, — m, .m,— m, 


m —m, A—m 
Jamu = —-——. 1, 
m, m, A—ım, 
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so gehört jedem der obigen Verschwindungswertihe ein bestimmter Werth von 





„ an. Diejenigen Werthe von «, für welche nur je eines der x verschwindet. 







seien: 









für 5: m (aus ,.=0), 7, (aus ,=0), 






für : u. em 5 =0), Sausi=0), & (aus ul. -aual=0N. 
für zz: &,n (aus b=0), —{ (ausi=0), 5 (aus lu. -al=0). 






Diejenigen Werthe von #, für welche die rechten Theile sämmtlicher Glei- 





chungen (68.) verschwinden. sind dann: 





Ma: 77 TR U 

























Abstrahirt man also von den gemeinschaftlichen Facloren, so kann man setzen: 
0% = a.Hiu— 5) Hau—n,)H(u—S;)H(w—n;). 
0% —= 6. Hau—S5,)Ha—n,)H(u—{), H(u- w 








0%, = c,.H{ua— 5) Hiua— n,)H(u+{&) Hiu-{;) 


Da ferner die Summe aller Verschwindungswerthe desselben algebraischen 





Ausdrucks immer Null ist (oder doch einer Periode congruent). so finden 
noch die Gleichungen statt: 


tr +tStn = S+n+6+6 5 Wr m—CH+ C; — 4e, 
wenn 4: den gemeinsamen Werth dieser Summen bezeichnet. Aus diesen 
Gleichungen folgt noch: 
+ =, +: C+ö, st = ct. 
Man kann also drei neue Argumente o, d,, d, einführen, so dass durch sie 
und & selbst die andern Argumente sich folgendermassen ausdrücken: 





























= 84 ee +0, = ende 3» 

"met wa db, m=E— Er —d;, 

= R%e+0, = 3-0. 
Wenn man jetzt eo =u—e setzt, so erhält man: 
on = Ho 4° -)Hle-23°+8,)H(o+332-0,)H(o+42+9,), 
02,—= 6, H(v+ ae d. . St ud a e)He®—e—0), 


TL,—(C; H(v nu 2. ,)H(e— Et Ö; .) H( ® +L + £ ‚He —£+ 0). 
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Die linken Theile verwandelt man leicht wieder in algebraische Ausdrücke; 
zunächst erhält man, indem man nur die Constanten und den Werth von 
o ändert: 


a I ir un Eu. — 
02, 0,.|sin am|\ 0 — —.— )—sin amd; || sin’am(e +, ) sin’amd; |. 


” ı 


+0 
2 F 


} 


9,0 = Cr. sin’am(r- 


f 


w er [4-0 4 —60\ 
sın amd; sın amı\ DB and sin’am(« u )| 9 

















102%, —=Ü,.| sin’am( eo — 5) sin amd; | sınam(le-+ I) sin’ am( &- >—) 


Setzt man nun 


. 7 . ) - 0 . ) ‘ . ) 
sinamoe=z, sinam-—=p. sn’amd,=p,, sin’amd, = p;. 


_ 
is ‘—06 a S—o\ 
sin am (i er ) 2, SImamle + —5—)=. 


so kommen endlich, bei nochmaliger zweckmässig gewählter Veränderung des 


Werthes von o folgende algebraische Formeln: 


o% = Gil(3—-p)—-(p+p;)[3 (1—-p) 1—kp)+p(i—-z)(1—kz)] 
| +pp; (1— k'pz)’—2 P—p:)yp-1—p: I Ep) rg Em k'z}. 

.. 0m = Gy}(z—-p)—(+p;) [3 1—-p)(1—-kp)+p(l—z)(1—kz)] 
| +4. (1—kpz) —2(g—p;)yp-1—-p.1-kpyz.1—2.1—k'z}, 

[o«. = Gi(2—-p) -(pr+g)[l2(1—p)(1- kp) +p(1—z)(1—k'z)] 
+99, (1-%p3)’—2 (p—g)yp.1—-p.1—kpyz.1—3.1— Ks}. 


Diese Formeln haben nun in der That den verlangten Charakter: ihre rechten 
Theile zerfallen je in eine rationale ganze Function zweiter Ordnung von 3, 
und in ein Glied, welches aus y3.1—3.1—%'z besteht, multiplieirt mit einer 
Constanten. 

Der geometrischen Beziehung der Axen zu den gegebenen Curven 


wegen erkennt man sofort. dass folgende Werthe von © den angegebenen 


Punkten entsprechen: 


\- 


O 
| \ 
> Un . u 1 

2 72] dem im Durchschnitte von &, = 0, 2, = 0 liegenden 
BI Br: Doppelpunkt. 
Er, \ 
einen ee R ‚ - 

Si | dem im Durchschnilte von ©, =0. ©, = 0O liegenden 


\ 





+6 N | Doppelpunkt, 


2 3) 











256 Clebsch, ebene Curven, deren Coord. elliptische Funct. eines Paramelers sind. 


e-+0 dem Schnittpunkte von © =0 mit A=0, 

e—o dem Schnittipunkte von 2, = 0 mit A=0, 

S—e dem Schniltpunkte von » = 0 mit C=(, 

—S—e dem Schnittpunkte von ,=g mit C=V. 
In der That verschwinden, wie man aus (68.) sieht, A und €, ersieres wenn 
a,L,—a,1,=0 oder 1, — a1» =0. woraus die Argumente &-+0, &—0 enl- 
sprangen, leizteres wenn 4 = 0, woraus die Argumenle 8, 0-8 entstanden 
sind. Man kann dies benutzen um die Verhältnisse der CGonstanten O,, C.,. 


C, zu bestimmen. Setzt man nämlich in (69.) v =e+4-0, so wird » = O0 und 











4%, 4,10; = 0, 
daher 
eg / +30 u. 4 -60 
Br \ a, +4 sın ame gl D) )- sın am E-+H 25) 
(71.) a ee | 


57 JO 
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z / 
sin amı\ € r 
s i «ı i 





)— sin ’amod, 


setzt man dagegen » = &—0, so wird 2, = 0, a2, +2 = 0, also 

















r r 
rt = sin’ am (: rd 
sın —— == B i Asse zu re 

-{o\ a, C, \ 2 2 

os.) ——— Zi a 
\ Ad, C 09 wo 30 \ 
. ' sin’amle — 5 ) — sin’ amd, 


Durch diese Formeln und 69.) ist die vollständige Darstellung der Coordi- 
naten als Functionen von © geleistet. 


$. 19. 


Bedingungen für ein Schnittpunktsystem. 


Ich komme jetzt zu den Formeln für ein Schnittpunktsystem, d. h. zu 
den Bedingungen. welche zwischen den Argumenten von 4m Punkten statt- 
finden müssen, damit diese auf einer Curve m“ Ordnung liegen. Wir haben 
in den Formeln Il. ($. 9) nur für «&,. &, ,., % zu setzen: 


ii» 


| 
sr6 


”r 
oO 


a [0] f \ C+60 u f \ \ 
rg Fi: a I — ee O5. u ae 


Aus jenen Formeln findet man dann für den Fall, dass kein Punkt des Sy- 
stems mit einem Doppelpunkte zusammenfällt: 
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CGı FO’ 4 Yu = 


























+6 
i—=+m H - - Ö. WE 
r Fre) _ $H@+0+8,+5,) HC+6+9,—8,) |" 
En _— > Le er 
i—1 re H(S+0—06,—06,) H(S-+0—0, I d,)) 
3.) n( 5 Ö, v;) 
de 
4 ( 3 37 6) a ke H(C+0+5,— 0)" 
Fr = ii: eu. ae me 2 m 
in H(°>°+3,+0,) H(S+0-+06, t Ö,) H(S+06 Ö, Ö,) 
Dagegen, wenn ein Punkt des Systems mit dem Doppelpunkte © = 0, x, =Q 
zusammenfällt, also zwei der Argumente ® in 52.40; und en —6, 


übergehen: 


in 


un 7 ©, + wg + Üy4m—2 zu - + Ö, 


74.) Es " (5° +40) 


\ 











NM — (HC+o+d+dYH+o+ 8, 8,) 17 
i—1 een —8,—0;) H(£+0—0,—0,)H(£+0—0,+ d,) \ 





Endlich, wenn die Curve m“ Ordnung durch beide Doppelpunkte gehen 


soll. bleibt nur die eine Gleichung übrig: 


(75.) ur + +0, = 


$. 20. 
Vierpunktig berührende Kegelschnitte, welche durch die Doppelpunkte gehen. 
Die letzte Gleichung gestattet unmittelbar die Lösung einiger bemerkens- 
werthen Aufgaben. Es soll z. B. ein Kegelschnitt gefunden werden, welcher 
durch die Doppelpunkte geht, und die Curve noch vierpunktig berührt. Ist 
e das Argument des Berührungspunktes, so findet man aus (75.) 


ıP =0), v’= un 7 ac SA 
—=(, = 5 


Die Zahlen p, q können hier die Werthe O0, 1, 2, 3 erhalten; es giebt also 


16 Kegelschnitte dieser Art. 
Bezeichnen wir, um die gegenseitige Lage der 16 Berührungspunkte 


genauer darzustellen, diese Kegelschnitte allgemein durch pg, so dass man 
die 16 Kegelschnitte hat 





(76 I. IT. III. IV. 
) 100, 02, 20,22; 01.03,21,23, 10,12, 30, 32; 11,13, 31, 33. 
Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft 3. 34 
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Die Kegelschnitte ordnen sich hier sofort in vier Gruppen, und zwar haben 





























diese Gruppen die Eigenschaft, dass es immer einen Kegelschnitt giebt, der 
durch die Doppelpunkte geht, und die Curve vierter Ordnung in den Be- 





rührungspunkten von irgend zwei MKegelschnitten derselben Gruppe berührt: 





solcher neuen Kegelschnitte giebt es also 4.6 = 24. 

Die Berührungspunkte aller vier Berührungskegelschnitte derselben Gruppe 
liegen mit den Doppelpunkten in einem Kegelschnitt, so dass es vier solcher 
Kegelschnitte giebt. 

Man kann ferner Kegelschnitte so legen, dass jeder derselben durch 
die Doppelpunkte geht, in dem berührungspunkt eines der sechszehn Keyel- 
schnitte berährt, und durch die berührungspunkte zweier andern hindurchgeht. 
Die letzten beiden gehören dann immer einer andern Gruppe an, als der erste: 
die letzten beiden ändern sich nicht, wenn für den ersten alle Kegelschnitte 
einer Gruppe gesetzt werden, und jeder solchen Gruppe gegenüber sondern 
sich die andern drei Gruppen in Paare, so dass jedes der sechs Paare mit 
einem beliebigen Kegelschnitt der ersten Gruppe combinirt werden kann. 
Solcher Kegelschnitte giebt es also 4.4.6 = 96. 

Die zu den in (76.) aufgeführten Gruppen gehörigen Paare sind folgende: 
zu 1. zu IM. zu I. zu IV. 
Gute, 03:21,23 00, 02;20,.22 00. 20:02,.22 00,22; 02. 20 
10.30; 12.32 10,32; 12,30 01,23;21,.03 01,21; 03, 23 
11. 33;13,31 11,31:13,33 11,13: 31,33 10,12; 30,32. 


ar | 
=! 


Durch die Berührungspunkte jedes dieser Paare und durch die Doppel- 


punkte gehen vier Kegelschnitte, welche beziehungsweise in den vier Be- 


rührungspunkten der entsprechenden Gruppe berühren. 
\ 


/ 


Die in \77.) derselben Gruppe entsprechenden Paare haben die Eigen- 
schaft, dass je zwei Paare mit den Doppelpunkten in einem Kegelschnit! 
liegen. Es giebt also 6.3= 48 Kegelschnitte, deren jeder die Doppelpunkte 
und zwei Paare von Derührungspunkten enthält, deren jedes einer anderen 
Gruppe angehört. 

Endlich liegen 4.16 = 64 mal vier Berührungspunkte, welche lauter 
verschiedenen Gruppen angehören, mit den Doppelpunkten auf einem Kegelschnttt, 
so dass sechszehn mal alle Berührungspunkte auf vier solchen Kegelschnitten | 
liegen. Diese sechszehn Gruppirungen der sechszehn Kegelschnitte zu vieren 
sind folgende: | 
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00, 01.12.31. 20, 21,10.33. 02.03. 32.11. 22.23. 30.13. 
20, 21,12, 31. 02,03,10,33. 22.23.32. 11. 00.01. 30.13. 
02.03,.12,31. 22,23,10,33. 00.01.32, 11. 20.21. 30.13. 
22, 23.12.31. 00,01,10,33. 20,21.32.11. 02,03. 30.13. 
02. 01.13, 32. 22. 21.11.30. 00.03. 33.12. 20.23.31. 10. 
22, 21,13,32. 00,03, 11.30. 20,23, 33,12. 02.01.31, 10. 
00. 03,13, 32. 20. 23.11.30. 02,01. 33,12. 22. 21.31.10 
20, 23, 13,32. 02, 01,11,30. 22,21.33,12. 00,03, 31. 10. 
10. 11.22,01. 30, 31,20.03. 12,13. 02.21. 32. 33.00.23 
30. 31.22,01. 12.13,20.03. 32.33.02.21. 32. 33.00.23. 
12.13, 22. 01. 32.33, 20.03. 10,11.02,21. 10. 11.00.23 
32.33.22, 01. 10,11,20.03. 30.31.02.21. 30. 31.00.23. 
11. 12. 23, 02. 31.32, 21.00. 13.10,03.22. 33, 30.01.20. 
31. 32.23.02. 13,10,21.00. 33,30,03.22. 11.12, 01,20. 
13, 10, 23.02. 33, 30.21.00. 11,12.03.22. 31. 32.01.20. 
33. 30.23.02. 11.12, 21.00. 31,32,03,22. 13, 10.01.20. 


Im Ganzen also liegen 64+48--4 = 116 mal vier Berührungspunkte mit den 
Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt. 

Man kann diese Sätze leicht fortentwickeln, namentlich auch in Bezng 
auf die Punktreihen,. welche die Verbindungslinien der Berührungspunkte auf 
der Verbindungslinie der Doppelpunkte erzeugen. 

Ich bemerke nur noch, dass die Formel (75.) sofort diejenigen Sätze 
ergiebt,. die Steiner im 32°“ Bande pag. 184 dieses Journals angedeutet hat. 


g. 21. 


Schnitteurven, welche durch einen Doppelpunkt gehen. Tangenten von 
einem Doppelpunkt an die Curve. 


Die Gleichung (74.),. welche zwischen den Argumenten der Schnitt- 
punkte für den Fall besteht. dass die Curve m'" Ordnung durch einen der 
Doppelpunkte (2,=0, z,=0) hindurchgeht, führt, wenn alle Argumente bis 
auf zwei gegeben sind, auf das in folgenden Gleichungen enthaltenen Um- 


kehrungsproblem: 
+ = ww, 


(77°.) u(>3°+5,—v,) u(27° +3,-,) 








u 











| inet —8,—0,) (2 —8,—t,) 
34 * 


2 2 
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Man kann dies Problem so lösen, dass man 
78.) o=lo+t, m =4w—t 
setzt. und nun £ bestimmt. Die erste Gleichung ist hiedurch identisch erfüllt. 


die zweite giebt: 


n(>* 4, u(T5Z® 40,40) 








ww; 





























S+0— w S+0—w Ä £ 
(8,1) H( 3,41) 
oder. nach bekannten Formeln: 
nL C0—0®,. =; /C+0—o 
sin’am(- 5 +6,)— sin’amı o( 5 — ö,) 
- == e”'» - 
zu de C+0—w a (C+0—», ,\’ 
sin’am( 5 5, )— sin’amt (2 5 +6,) 


und durch Auflösung findet man also: 


(+) (Eig=t-3) 


EI RETTET 5.) 


Diese Gleichung in Verbindung mit (78.) enthält die vollständige Lösung der 











2 2 1 
9.) sinamf = er 








Aufgabe. Ist also in (74.) m >n—3, so findet man zu Am — 3 gegebenen 
Punkten aus (74.). (77°.), (78.), (79.) den 4m —2"" Punkt. der mit jenen 
und mit dem einen Doppelpunkte (=0, x&,=0) auf einer Curve m'” Ord- 
nung liegt. 

Der Fall m = n—3 bezieht sich hier auf die durch diesen Doppelpunk! 
gehenden Geraden. Für sie gehen die Gleichungen (74.), wenn v,. ©, sich 
auf die weiteren Schnittpunkte einer solchen Geraden mit der Curve beziehen. 
über in: 


' » | 
, 


0 +0 = C+4o, 
+6 
a(>I 








—+8,—0,)H( ar +,—o,) 


H( - A ER! || 2 9) 


Erfüllt man die erste Gleichung durch die Annahme 











. 
r60 
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e 
rs 
aM 
y.. 
- 








0.) = +4, o= 


—t, 


so wird die zweite identisch erfüllt. und die Gleichungen (80.) stellen also 
die allgemeinsten Argumente zweier Punkte dar, die mit dem betreffenden 
Doppelpunkte in einer Geraden liegen. 
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Soll insbesondere die Gerade eine von dem Doppelpunkte gezogene 
Tangente werden, so dürfen e,, ©, sich nur um eine Periode unterscheiden. 
d.h. £ muss einen der Werthe O0, K, iK’, K-+-iK’ annehmen. Von einem 
Doppelpunkte kann man also vier Tangenten an die Curve legen. Die vier 
Argumente derselben sind für den hier behandelten Doppelpunkt 


+6 +0 - +0 ,;.cı $46 ea 
, " +K, > +:K", 5 +K-+.K". 


UN 











Die Argumente der dem anderen Doppelpunkte angehörigen Tangenten sind 


E (07 E - 0 r +0 
A 2 2 2 








 ı 
0 N 
EA 


HE, — 
PB ER 2 








Diese vier Tangenten entsprechen einzeln den ersten, so dass die Berührungs- 
punkte je zweier entsprechenden Paare mit den beiden Doppelpunkten auf 


einem Kegelschnitt liegen. 


$. 22. 


Allgemeine Schnitteurven. Bestimmung dreier Schnittpunkte aus den übrigen. 
Die allgemeinen Bedingungen für das Schnittpunktsystem einer Curve 
m" Ordnung mit der gegebenen Curve vierter Ordnung, welche in den Glei- 
chungen (73.) enthalten sind, bestimmen drei Punkte des Systems durch die 
übrigen. Die Auffindung der drei Argumente dieser Punkte führt dann aul 


die Gleichungen: 









































6 940 = W, 
(23° ei 8,—0,)u(24° NT 8,—e,) = 
H(— ne +,—o, )H(— Er +,— 0, )H(— rt +8,—0,) ch 
H(— in —5,—o, )H(— iz —8,—,)H(— er i- 8,—,) 


Die Betrachtungen der $$. 10, 11 gestatten eine doppelte Lösung dieser Auf- 
gabe. Erstlich kann man setzen 


. 2 [0] 
5, = sin’am(e, -) 
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und die drei z bestimmen sich dann aus der Gleichung: 












































ee —— O’r, rt, 
y 1-2.1-k’z, cosamo, Jamo, — e”: cosamr,damr,, cosamo, Jamo, — ewı cosamr, | 
| 2 2 ()? 2 2) 3 3 Er 2 all) 
05 I 0, ’ 
o=|, ch RE Sr, l 
— S, sSInamo, — e”:sınamr., sınamo, — — e”ı sn amT, 
| 2 Go, 2)» 3 J°’o, 
| /: u WR nn; 2  EE 
31: sın'am 0, — e”: sın" amrT., sın’amo, — —— e”’ssın’amr, 
2 ()°’ 6, 2? 3 4)? 0, 
Wo 
j +0 7) +0, 7) 
ae ui I 0, = — 2 +Jd, 3: 
+0 x @ 6 5 w 
1,= I; 1, = — ar, AR 
ech a 2 3 


Zweitens kann man die Functionen einführen: 


\. 


' , 060 u; Ö 17] Fr a, 
u H(u+d:+J;—o) H(u— 5 — d,) H(u-+ T —J,)H C+0+J,—J, 








pP ' pP ) 
/ 4 / 177 \ / yo \ op 
-e® H(u-d:+0,—w) H(u— = — +0.) H(u+ I — 03) H(4+0—d,—0,) 





/ \ \ r +6 \ (4 f E 19] \ i. | h ’ \ 
— e®3 Hu+d,—0,—0) H(u—® — —0J;) H(u+ + +d,) H(C+0+J,+J, 





2 2 
ww y . +0 ] \ f ı {+0 \\ ‚| 2 \ 
re”: ’H'u—d,—0,—w) Hu—=5— +0) H(u+ a +d,)H (S+0—d,+J,). 


und findet nach 41: 




















ri ; ı WW Ofo 
33 = EN rer 
2 Ye (Ykyg)’ 2GKN 
iv’ ZZ 2CK) 
Yi—3, 1— 2, 1l— 3; BEL hy up : RÜGEN’ 
W P qg) \ P2 
LTTWw r - 
n n - se SS(K-+iK' 
I. #. 1,2, 3.29, — _. zu IK \ 
Y1—-%2,.1-#3,.1—R 3, Er 


Diese Gleichungen gestatten sofort, wenn m > 1, das Schnittpunktsystem zu 
vervollständigen 


lau 
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$S. 23. 
Schnitt einer Geraden mit der Curve. 
Für m = 1 müssen, da zwei Schnittpunkte einer Geraden mit der 
Curve beliebig angenommen werden können, die Gleichungen des Abelschen 


Theorems (73.) 








| os, 9% +0%+®, = U, 
| Er#, . 
a 
| Fl a a ) ar H(S Ho-+0,-+6,)H({ ro 0,—0,) 
=ı nlet+0 „ .\ Hiro—d,—d)Hc+o— 0, +6)’ 
81.) u(25 —8,—.) 
7 er +0) H(5 0 — Ö, . d,)H(S- +06, Ö,) 


sich auf nur zwei redueiren, d. h. es müssen die beiden letzten Gleichungen 
mit Hülfe der ersten sich in eine einzige überführen lassen. Ich werde zeigen. 
dass sich die zweite Gleichung wirklich mit Hülfe der ersten in eine Gestalt 
bringen lässt, welche sich nicht mehr ändert, wenn {+06 mit — (T-+0) und 
d, mit d, verlauscht wird, wodurch die zweite Gleichung in die dritte über- 
geht. Hierzu bediene ich mich der Relationen zwischen verschiedenen J und 
9, welche von Jacobi herrühren, und welche Rosenhain in der schon öfters 
angeführten Abhandlung vollständig bekannt gemacht hat. Sind av, w', #", u 


beliebige Argumente, und setzt man 


ww = auruW+tu tu”, 
20 = ut W—-u"—u", 
2" — N— PT + u . u", 
PITT = 9— Ti Le u" u”, 


so ist die hier zur Benutzung kommende Gleichung: 
2H (u) Hu) H(u") Hu") 
—= H(w) H(w') H(o") H(w")— H(o»+K)H(w+K)H{o'"+K)H(o"+K 
— (0) 9(w') (wo) O (u) +9 (w+K)O(w +K)O(w"+K)O(w"--K 
Mit Hülfe dieser Formel kann man Zähler und Nenner der zweiten Gleichung 
(81.) umgestalten. Die oe gehen dann immer aus w heraus, weil ihre Summe 


verschwindet; dagegen werden umgekehrt w', @”, &"’ immer von den constanten 
Theilen der Argumente unabhängig, und nehmen in Zähler und Nenner die- 


= We] 
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selben Werthe an. Dividirt man dann, nachdem die Nenner hinaufmultiplieirt 





sind, mit O(w').O(w").O(w"), und setzt 





+1,—9,—v 














, Ben. 2 I \ Ber si 2 n ® ‚ 
\" — sin’ am(w') = sin’am 5 \ 
ER ‚ . si ' — vr, +0, —rv 
(82.) x" = sin’am(o") — sin’ am -— u, 
Be a a a 
x" = sin’ am (o"") = sin’am +— En, 


so geht die zweite Gleichung (S1.) über in: 








53. \O— 4 B N x X" Cı 1 u 1 Bee I ' 1 Arie". 1 Er" 
Und zwar ist. wenn der Kürze wegen {+0=1r geselzt wird: 


A = OT-+20,)H(r—6,—6,)H(T—06,—+06,)— O(t—20,)H(r-+6,+6,)H(T-+ö,-0,), 
3 Ka n j 
-_ — H(r+28,)H(—3,—3,)HCt—8,+8,)—Hlr—28,)Hlr+8, +3, )Hr+9,—8,), 
ji 


2 Cl -- —— H T--20,—K) H(tT—0,—Ö,) H(tT—6,—-0 ) 


3/ 


— H(t—28,-+K)H(t+,+8,)H(t+0,—0,), 
DyR’ = O(r+26,+K)H(r—6,—6,)H(T—6,+6,) 
— 9(7—28,4+K)H(t+6,+8,)H(r+8,—0,). 


Man kann leicht aus einem dieser Coefficienten die übrigen ableiten. Ist 
nämlich 
b 


7 93 


== r. d, “ Ö,) a 
YA nd 





so ist auch 


ı7T 


2 ii — — (37 203) . Tr \ \ ı «ıyrI 
A = iqyge* .fit-+ih ‚05.0, -+iK j* 
7 
C z fit-K. Ri d,+K). 
—) Be -—_ (37+255) e BEN i h zu ur 
Di = —gyge .f(T+K+iK',0d,.0,+K-+:iK'). 


Es ist also nur einer dieser Coeffieienten näher zu untersuchen. Man 


e a) . B - 2 * .. 
hat nach der vorhin benutzten Formel, indem man PTR] mit H4(r) multiplicirt. 
jedes Produet rechts transformirt. und die sich aufhebenden Terme auslässt: 

B 


Hit) = H(2r) H(20,)H ,+0)H(,—0),). 
yh \ J \ 








Clebsch, ebene Curven, deren Coord. elliptische Funct. eines Parameters sind. 265 


Daher hat man auch: 
A.O(t) = H(2r) H(20,)0(&+J,) (0, — d,). 


z / 14 .H(r+K) = H(2r)H(20,) H(0,+d,+K) H(,— 0,-4-K). 
Dyk'.O(+K) = —H(2r) H(20,)0(0,+0,+K)0(0,—0,+K). 


und die Gleichung (83.) geht in folgende bemerkenswerthe Form über: 








i ja ba’cta' ee ı Deu 5 PBEE 5 Seeuup.. u: BMBp-., Dir PER 


! 
|- _ 

















)—=1+% 77 V 
( | c Ii— 6 
1 A1—Ka1—k’b.1— kr’. 1— k’r". 1 — hr" 
k' ] 1 — k’c re 
wo 
a = sin’am (dy+Jd;). 
b = sin’am (d, —d,). 
c = sin’am (+0). 


Diese Gleichung ändert sich durch Vertauschung von d, mit d,. +0 mil 


— (+0) nicht mehr; dieselbe Gleichung wird also auch aus der dritten Glei- 
chung (81.) erhalten, und diese kann daher nichts Neues mehr liefern. 
Man kann diese Resultate in folgendem Satz aussprechen: 
Die allgemeinsten Argumente, welche das Schnittpunktsystem einer 
Geraden mit der Curve vierter Ordnung bilden können, sind 
du — +" — ww" , — u — "+" 


wo" tw Fe De 
f Du iuieign a Ze Be Beer 2 











vo w, w, w"' durch die eine Gleichung verbunden sind: 


, sin am w'sinam @" sin am w" sinam (d, + Ö,) sin am (Ö, — Ö,) 




















0 — 1 er k ig . “ | 
1 sinam (5-6) 
'84.) k” cosam 0’ cos am w"cos am w"cosam (d, +0, ) cosam (d, —0, ) 
\ ' + kr? ; we. . Be 
cosam($ +0) 
1 Jamw Jamw" Jamo" Jam(d, +06,)Aam(ö, —Ö,) 
k'? Jam (+ 0) 
S. 24. 


Wendetangenten und Doppeltangenten. 
Wenden wir diese Gleichung insbesondere auf die Wendetangenten 


und Doppeltangenten an. Für die Wendepunkte mus w =w"= w'" sein. 
damit auch » =v,=v, werde, und man erhält also zur Bestimmung der Ar- 
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1777 . I 
qumente e=——- der Wendepunkte die Gleichung: 


nt 


0 = 1+# 


a 


sin’amwsin am (d, + d,)sin am (d, — 6, ) 


3/ 





sinam(S-+- 6) 
k’ cos’am wcosam (d, + Ö,)cosam (d, — Ö,) 


l 








pr cosam(S-+ 0) 
1 I’amw4Jam (d,+ d,) dam (d, — Ö,) 
jr 1€+70) 


welche, wenn man sie in eine rationale Gleichung für sinamw verwandelt. 
vom zwölften Grade wird, den zwölf verschiedenen Wendepunkten entspre- 
chend. Ich bemerke, dass w sich aus dieser Gleichung bis auf Vielfache von 





AK--4iK', also e = —— bis auf Vielfache von 2K-+2iK’ bestimmt, und so- 
mit die zugehörigen Coordinaten eindeutig gegeben werden. 

Sollen die Argumente ® einer Doppeltangente entsprechen, und zwar 
%,. c, einem Berührungspunkte, ®,. e, dem andern, so muss sowohl w"+w" 
als @"— wow” von der Form 2pK-+2giK’ sein, d. h. man kann setzen 

ou" = wo" —=pK-+gikK". 
Nach den Werthen von p, g sondern sich also die acht Doppeltangenten in 
vier Paare; und die zugehörigen Werthe von w’' bestimmen sich aus den 
Gleichungen: 
I) p=0, g=0: 

k’ cosam w'cosam (d,-+-Ö,)cosam (d,— Ö,) 
N cosam (+ 0) 
1 Jamo' Jam (d,+6,) dam (d,—0,) 
h'? Aam(ö-+ 0) 





0 = 1 





11) se], q — (): 
0-1:-R sinamo'sinam(d,-+ ö,)sinam (d, — Ö,) 
ei sinam (+ 0) Ber 





Jam w'4J am(d,+ d,) Jam (d, — Ö,) 


Aam (+ 0) 








. 


IM) p=1, q=1: 


sin am ’sinam (d, + Ö,)sinam (d, — 0, ) 


0 nn - - 





sinam ($+ 0) 


+ 


cosamw'cosam(d, + d,)cosam (d, — Ö,) 
cosam({+ 0) 





IV)p=0, q=1: 
0 sin am w’'sin am (d, -+-Öd,)sinam (d, — 6, ) 
sınam(S-+ 0) 
‚_k® cosamw'cosam(d, +0d,)cosam(d,—0,) 1 Jamw’Aam(d, +6,)dam(d,—0,). 
7 cosam (£+ 0) k' Jam (+0) 
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Vergleicht man diese Gleichungen mit den folgenden vier Formen des Ad- 


ditionstheorems: 
Jame Jamß Jam(a+/P)—k’cosamacosamPcosam(e+f) — K". 


JamaJamßddam(e+-ß+K) ar ’ a R ö % 
IM - — ksinameasinam>sinam{@a+P+K) = 1. 
v ‚ ze 


7 cosamacosam Jcosam(@ +9 + K+iK')—ksinamesinam?sinam(e+P+K +iK')— 1. 





cosam eo cosam cosam (a +P+iK’) + ih" sinam «sin am ? sinam («+ P+iK') 
Jama Jam PAam(a + PTih”) 0 


k 





so findet man für die obigen vier Gleichungen folgende Auflösungen: 


I. Man selze 
cosam(d, + Ö,)cosam (Ö, — Ö,) 











cosamacosam/f = “Tu” 
cosam(C-- 6) 
Jam (d,-+0,)Jam(dö,— 0, 
Jama Jam = (dt 4 Se Far 7 
Jam(S-+ 0) 
o—=0o+ß, oder W"=a—Pß. 


ll. Man setze 
sinam(Ö, + Öd,)sinam (d, — Ö,) 











sinam «'sinam 9’ = I - i 
sınam (6-6) 
j Jam (d,+-60,) Jam (0, —6, 
Iama'damfp'! = #' (di 7 Er Ba 
Jlam(S+ 6) 


o—=a@+fP'+K, oder wW= «—P'—K. 


ll. Man setze 

a sinam(d,-+-ö,)sinam (d, — Ö,) 
k sinam(&-+ 0) 

ih" cosam(d,+ Ö,)cos am (d, — Ö,) 
k cosam({-+ 0) 


o' — a" — P"—K-iK' 





sin ama”sinampß” = 





cosam«acosamß" = 
o — a’ +P"+K+iK oder 


IV. Man setze 
siname'"sinamf”"” i sinam(d,-+d,)sin am(d,—0,)dam(d--0) 

dama”damß" 1 Aam(d,+0,)dam(d,— d,)sinam(ö+0) ’ 
1° cosam(d,+ d,)cosam(d,—d,)dam({-+ 0) 
Jam(d,-+0,) dam(d,—6,)cosam(ö-+0) 
FOOY ER a" — a — iK'. 








cosam «""cosam f" 








Aama’damf" "Kk 
wo = a" +ß"+iK' oder 


Man erhält so also wirklich acht verschiedene Werthe von w', und in den 
35 * 
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Ausdrücken 


ME +pK+gik', 0, - 








die Argumente der Berührungspunkte. 


$. 25. 
Andre Bestimmung der Doppeltangenten. 
Für das Studium der gegenseitigen Lage dieser Punkte ist es aber 
„weckmässiger auf die Gleichungen (81.) zurückzugehen. Setzt man 


c+0 \ 
er u +20) „[HCHo—,—5JUCHo—d, +8) | 
je nn Be 8,—;) H&+0+0,+9,)H(&+0+9,—0,) J 




















vn. = 0 m i H(S+0 +6, +0,)H(& +0—6, 73,1 


i ——n 


ur) \H@Fo-8,—8,)HC+o79,— =) 











so nehmen jene Re RR mit Hinzufügung der Perioden, die Gestalt an: 


vu, +9 +%+v, = pK-+?2gikK', 








N ’ ' . ! . j 2 ind 
©, +0 E= U; 2 75 ®yz = ah in - . 5) 
‚H z) ’Y ’ . 2 ind 
vv +9 +0,40 = Min — R. 


Lässt man nun für eine Doppeltangente die v paarweise gleich werden. und 


bezeichnet durch o, ®, die Argumente der Berührungspunkte, so gehen diese 
(rleichungen über in 
e+v, = pK +giK', 








) I» gind 
et int 

” ind 

ve +v, = hin+ 7 r 3 


Zwischen den ganzen Zahlen p, g, h’, h” besteht die in $. 13. allgemein ent- 
wickelte Relation 


(g+1)(p+1)+h+h" = 1 (mod. 2). 
Man kann dieselbe für den vorliegenden Fall folgendermassen ableiten. Nach 
der bekannten Formel 


H(u+e)H(u—e).O’(o) = H*(u) 9° (v)— O9 (u) H’(e) 
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hat man 









































PETER; 
: „(&+0 ,x  pK-+gik 2 D, _ pk+gik' 
| mern er IGLEERETErTG 
; — U: I 
; ‚(&--0 2 gik"\ rd, Pam gt _, PRFGIR' 
(> 8, — )I ZB IZR (I 8, a, 
en gindz 
e 
ns, ee er _p’-Ug: ® .. Ei. en 
ne ; (Ho 5 mE REN Ü— pKhK-+gikK'\ 
m (0-8, — ) ZI - PIZR 6: (= 20, IT) 


wo 





HC+—8,—I)HC+S— 9, +5,) 
H(&+0+9,+0,)H(C+0+0,—6,) ’ 


H(C+0+9, +) HC +0—0, +,) 
H(C+0—8,—5,)HC+0+8,—5,) 





u = | 








ya 





R . „dB —D v—D 2 su ie 
Bestimmt man nun den Quotienten 9° ——: H’——2 aus beiden Gleichun- 












































2 2 
sen, so findet sich 
ur nie 
Br per — ksin’am u zu 
2 
I r 7 5 rı 7 hin ga 102 
” pr ginda 
22 Ir Term: +0 pK-+ gik hin 2 
ua +4, — r er 218, — ni 

+ ind 
»K -- ‚K' hin 
»m(— + AT oe gik”’ 7,8 en ).e Pr 





g giadz 


( j ! E ‚Ir in 
(Br Tram > o:(— Fe iD un Ph £ 











Diese Gleichungen geben einerseits eine einfachere Bestimmung der Doppel- 





. ®—Dd . . . . T 
tangente, indem ° direct gegeben wird. Andrerseits folgt aus der Ver- 


2 
gleichung beider Ausdrücke, und mit Anwendung der obigen Formel: 
0 = ur H(d,+0; —pK— giK') H(C+0+J,—d,) 
ıin- ee 
-ue Rd, —pK-gik')H(C+0+4,+0)) 
hun gindg 





BR * H(—0,+d,—pK—giK') H(C+0— 0,—0,) 
(Art heit II (d2+J3) 


+e H—-—-—pK—giK')H(C+0—-0,+0)). 
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Nun ist 
28 (3,48, 
H--0,—0,-pK-gik') = (AyerDad KT yd,-+d,—pK—qgik"). 
rugt 


(da 


H(—-0,+0,—pK—gik') = (-1)PtDuerde & 2) 1,—d,—pK-gik') 
An Stelle der obigen Gleichung kann man daher auch folgende setzen: 
0 = [H(&,+d, —pK—giK') H(T+0— 0, -+0;) 
we RK Y(&,—d,—pK—giK') H(C+0+0,+J,)].(1+ ettrtniurnthrnn) 


qı 103 


Der leizte Factor muss also verschwinden, d. h. man muss haben 
(p+l)(g+1)+h+h" = 1 (mod. 2) q. e. d. 
Bezeichnen wir nun eine Doppeltangente durch (p, q; 4, Ah’) so sind die vier 
Paare von Doppeltangenten folgende: 
0.0:0,0). (0.0;1.1); (1,0;1,0). (1,.0:0,1): 
0.1;1,0),. (0,1;0,1); (1,.1;1,0), (1,1;0,1). 
Da die entsprechenden Zahlen zweier Paare addirt stets eine gerade Zalıl 
veben. so folgt der Salz: 

Die Berührungspunkte je zweier Paare liegen auf einem Kegelschnitt, 
so dass es sechs Kegelschnitte dieser Art giebt, und sämmtliche Be- 
rührungspunkte dreimal auf zwei Kegelschnitten liegen. 

Jede durch die Berührungspunkte zweier Paare gelegte Curve dritter 
Ordnung schneidet die Curve in vier Punkten, welche mit den Doppel- 
punkten in einem Kegelschnitt liegen, und sämmtliche Berührungspunkte 
sind die Grundpunkte eines Büschels von Curven vierter Ordnung. 


Giessen, den 28. October 1864. 





























Hauptlehrsätze der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung mit drei 
Varıabeln *), 


(Von Herrn Paul du Bois-Reymond.) 


Definitionen und Bezeichnungen. 


Bezeichnung der Differentialgleichung. 
1) I der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung : 
F=F(z, Y»*%, P; g) =0 
sei z die abhängige Variabele, z und y seien die Argumente und es sei 


ie 
0% 0% 


‚„»—>- 95 


OX oy 








Integraloberfläche. 

2) x, y, 3 als reell vorausgesetzt, kann jedes Integral der Gleichung 
F=0 durch eine Fläche dargestellt werden, deren laufende orthogonale Coor- 
dinaten x, y, z sind. Eine solche Oberfläche soll /ntegraloberfläche heissen. 
(Siehe noch 3). 

Normalenkegel und Haupteigenschaft der Integraloberfläche. 

3) Bezeichnet man mit 5, n, { die laufenden Coordinaten einer die 

Integraloberfläche im Punkt x, y, z senkrecht passirenden Geraden, so ist: 


E—ır n—1 
„ale >= . 4=-7— 


- 
= 








Die Kegelfläche: 
6-2 n-—y 
F(2, y, TRIET" Po = U, 
deren laufende Coordinaten S, 7, { sind, soll der Normalenkegel genannt werden. 
Eine Integraloberfläche ist demnach eine solche Oberfläche, deren Nor- 
malen durchweg Strahlen der für ihre Fusspunkte als Spitzen construirten 


Normalenkegel sind. 





_*) Ausgezogen aus des Verfassers Schrift: „Beiträge zur Interpretation der par- 
tiellen Differentialgleichungen mit drei Variabeln. (Leipzig, Joh. Ambr. Barth.) 
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4) Die Differentialgleichungen: 
Fr= An 


dF aan a 








or, dy— dr = 0 


op 


— +p —)dg— (+45 


dz = pdx+ gdy 











welche sich auf die Form: 





























F=0 
de = SF nz dz b i : i 1 
pP — +4 
op og 
OF 
_ og 
dy = ET 
l op 749 og " 
OF ’ OF ä 
7 u no. 
0X 03 
dria  te. . e 
p Ep 749 0q 
BRIER 
ya 
dq a A... u ’ 
! op er 


bringen lassen, sind diejenigen eines Curvensystems im Raum. 
Mit Hülfe der Glei- 
2), 3) q eliminiren, und 


System gehörigen Curven sollen Charakteristiken heissen. 
chung F=0 kann man aus den Gleichungen C 1), 


P. du Bois-Reimond, partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Die Differentialgleichungen der Charakteristiken. 
























Die zu diesem 


man erhält dann Differentialgleichungen für die Variabeln x, y, 2, p, deren 


Integrale drei Constanten enthalten. 


Die Gleichung des Polarkegels. 


5) Bringen wir die Gleichungen C, 1) und 3) auf die Form: 


C—3 = p(5—-z2)+qg(n—y), 


oF OF |. 
N v5, (8-2) ” 
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eliminiren aus diesen beiden Gleichungen und der Gleichung F—0 die Grössen 
p und q, so folgt die Gleichung: 





ze [3 
* An 
pz=& (x, IE er De u 0. 
Fa BE 


die dem Polarkegel des Normalenkegels angehört. Den Kegel & — 0 werden 
wir schlechtweg den Polarkegel nennen. 
Die Strahlen des Polarkegels sind die Tangenten an die seine Spitze 
passirenden Charakteristiken. 
Grenzcharakteristiken. 
6. Sie sind überhaupt Tangenten an alle diejenigen seine Spitze 
passirenden Curven, welche die totale Differentialgleichung : 


Ix I 





definirt. Wir werden diese allgemeine Klasse von Curven Grenzcharakte- 


ristiken nennen. 


Der Theorie erster Theil. 


Die analytisch gefundenen Ditferentialgleichungen C der Charakteristiken 
werden als bekannt vorausgesetzt, und auf Grund dieser Kenntniss werden einige 


allgemeine Eigenschaften der Integraloberflächen festgestellt. 


Satz l. 


(reometrische Definition eines Charakteristikensystems. 


Vergleichen wir das System: 




















be op 
de = ; T Br7 dz 
p op 1 oq 
ör 
ee og 
u. 5 ARTEN: hand Dee 
p Ip +97 2 
OF OF 
Da 
dd = —-— — —— dz 
p oF 1 oF 
p op 1 og 


(q mit Hülfe von F=0 eliminirt gedacht) mit irgend einem System : 
Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft. 3. 36 





274 P. du Bois-Reymond, partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 
v2, y,2,p)ds | 
dy vet, Y; z,p)das D 
dp = w, (x, y, 3, p)dz | 
in dem die Functionen w beliebig sind, um die geometrischen Eigenthümlich- 
keiten des ersteren zu erkennen. 

Aus den zwei ersten Gleichungen D die Grösse p eliminirt, folgt. dass 
sich die zum zweiten System gehörigen Curven ebenfalls in jedem Punkte des 
Raumes in einer Kegelfläche schneiden. Ausserdem wird beim System D ebenso 
gut wie bei C eine Curve bestimmt durch die Bedingung, einen gegebenen Punkt 
unter gegebener Neigung (diese Neigung muss unter den Strahlen des zu jenem 
Pnnkte gehörigen Kegels vertreten sein) zu passiren. Dies haben beide Sy- 
steme C und D gemein. Folgendes ist das dem System C eigenthümliche Merkmal. 

Wir denken uns drei parallele Ebenen einander unendlich nahe durch 
den Raum gelegt: eine wntere, eine mittlere, und eine obere. Zu einem 
Punkt %, der unteren Ebene als Spitze construiren wir den Polarkegel $&, =. 
dessen Fläche die mittlere Ebene in der Curve K,, schneiden mag. Nun con- 
struiren wir die Umhüllungsflläche der für alle Punkte der Curve K,, als Spitze 
construirten Kegel P,=0. Diese Umhüllungsfläche soll die obere Ebene in 
der Curve U, schneiden. Ausserdem construiren wir noch für irgend einen 
Punkt #, der Curve X, als Spitze den Kegel &,, dessen Fläche die obere 
Ebene in der Curve K, schneiden wird, und es heisse k, der Berührungspunkt 
der Curven K, und U,. Auf der Curve K, nehmen wir noch in der Nähe 
von k, einen anderen Punkt %, an. 

Dies vorausgeschickt, wird das System C dadurch definirt, dass, wenn 
. zur Construction einer seiner Curven (wie dies genügt) ein Punkt %, und ein 


daranstossendes Element %,k,„ gegeben ist, das folgende Element allemal durch 


den Berührungspunkt der Curven K, und U, geht; d.h. k,„%k, ist das folgende 
Element. Ein drittes Element, etc. wird auf dieselbe Weise construirt. 


Während bei dem System D das zweite Element z. B. durch k,%, dargestell! 
ist. d. h. eine Lage hat, die keiner allgemeinen geometrischen Definition fähig 


IS 


- 


ist. und von den jedesmaligen Eigenschaften der Funclionen w, ,, , abhängt. 

Ein jedes räumliche Curvensystem, welches die obige Bedingung er- 
füllt, nennen wir ein Charakteristikensystem, und umgekehrt wird diese Be- 
dingung von jedem Charakterislikensystem einer partiellen Differentialgleichung 


erster Ordnung erfüllt. 
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Satz 1. 

Die Oerter von sich schneidenden Charakteristiken sind stets Integral- 
oberflächen; und umgekehrt: die Integraloberflächen, wofern sie nicht singuläre 
Auflösungen darstellen, sind stets Oerter von sich schneidenden Charakteristiken. 

Denkt man sich mehrere in sehr kleinen Abständen auf einander fol- 
oende Charakteristiken C,. C,. ©, u. s. f., so 

ist der Ort dieser Charakteristiken allemal dann eine Integraloberfläche. 
wenn sie sich successiv schneiden, d. h. wenn C, von Ü,. C, von CO, u. s. fl 
seschnitten wird: Diese Schnittpunkte mögen im Endlichen oder Unendlichen 
liegen, reell oder imaginär sein. 

Der Ort von sich nicht schneidenden Charakleristiken ist »ie eine In- 
tegraloberfläche. (Nur des Falles der singulären Auflösungen ist hier zu ge- 
denken. welche Oertern von Punkten entsprechen, in denen sich der Nor- 
malenkegel auf eine oder mehrere Geraden redueirt. Diese Flächen sind 
überhaupt nicht Oerter von den im Satz I. definirten Charakteristiken.) 

Aus dem obigen Satz folgt eine wichtige Analogie zwischen den In- 
tegralen der Gleichung F(p,gq)=0 und denen der Gleichung Fr, y.2.p,q)=0. 
Die erste Gleichung hat zu Integralen den Kegel, die Ebene und die gewöhnliche 
Abwickelbare. Die Integrale der Gleichung F(x,y, 2,p,g)=0 zerfallen in 
folgende Klassen: 

1) Der Schnittpunkt der Charakteristiken ist im Endlichen, reell oder 
imaginär, und alle Charakteristiken ©,. C,. ©. ... schneiden sich 
in einem Punkt. — Conoide. Sie entsprechen dem Kegel als In- 
tegral der Gleichung F(p, q)=d. 

2) Der Schnittpunkt ist im Unendlichen reell oder imaginär. — Planoide. 
Sie entsprechen der Ebene als Integral der Gleichung F(p,g) =®. 

3) Die successiven Schnittpunkte der Charakteristiken C, mit ©,. C, mit 
C,, u. s. f. sind im Endlichen, reell und verschieden, und haben 
zum Ort, eine Curve. — Integraloberflächen mit Rückkehrkanten. 
Sie entsprechen der gewöhnlichen Abwickelbaren als Integral der 
Gleichung F(p,g) =d. 

4) Die Schnittpunkte sind verschieden, endlich und imaginär, wie bei 
den gewöhnlichen Canalflächen. Diese Klasse ist unter den Inte- 
gralen der Gleichung F(p,g)=0 nicht vertreten. 

Die Conoide sind Integrale mit drei Parametern. 
Die Planoide sind Integrale mit zwei Parametern. 


36 * 
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Die Integraloberflächen ad 3) und 4) hängen von willkürlichen Functio- 


nen ab. 


Einige bemerkenswerthe Eigenschaften der erwähnten Klassen 
von Integralen. 

Construction der Conoide. Man zieht auf der Fläche eines Polarkegels 
$p—0, seiner Spitze unendlich nahe, die Curve K,. und construir! 
die Umhüllungsfläche der Polarkegel, die ihre Spitze auf X, haben. 
Auf dieser Umhüllungsfläche zieht man der Curve X, unendlich nahe 
die Curve U,, sucht dann die Umhüllungsfläche der Polarkegel, die 
ihre Spitze auf U, haben. Auf dieser Umhüllungsfläche wird dann 
die U, unendlich nahe Curve U, angenommen, u.s.f. Der Ort der 
Curven K,. U,, UL, u. s. f. ist das zur Spitze von P=0 gehörige 
Conoid. 
Das Conoid ist die Umhüllungsfläche aller einen Punkt enthaltenden 
Integraloberflächen. 
Alle Integraloberflächen die eine Charakteristik gemein haben. be- 
rühren sich längs dieser Charakteristik. 
Construirt man zu irgend einem Punkt % der Rückkehrkante einer 
Integraloberlläche der dritten Klasse als.Spitze das Conoid, so hal 
dies Conoid mit der Integraloberlläche die den Punkt %k passirende 
Charakteristik gemein, und beide Oberflächen osculiren sich längs 
dieser Charakteristik. 
Methode um zu erkennen. welcher Classe ein gegebenes Integral 


mit zwei Conslanten angehört. Es sei: 


den £ » - \ nun 

f ne fi, Y, 23,0, D) = 0 
die Gleichung irgend einer nach zwei Parametern variabelen Integral- 
oberfläche der Gleichung F(x,y,z3,p,q) =0. Hat nun die durch 


Variation von y entstehende Oberflächenschaar 
of 

T=0 

op 


eine Umhüllungsfläche, und wird f= 0 von dieser Umhüllungsfläche 


geschnitten, so ist f=0 eine Integraloberfläche mit einer Rückkehr- 
Hat f=0 keine Umhüllungsfläche. 
so ist f=0 die Gleichung der Planoide. Schneiden sich die Ober- 
flächen f'=OÖ in einer Curve, so ist f=0 die Gleichung der Conoide. 


kante (von der dritten Klasse) 


| 
Pa 
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Satz 1. 
Von den Grenzbedingungen. 
Man kann durch jede Raumeurve eine reelle Integraloberfläche legen 
zwischen Grenzen, welche bestimmt werden, wie folgt: 
Die Gleichungen der Curve seien: 
ka) = U 
1A,(2,y,2) = V. 


Diese Curve wird zwischen solchen Grenzwerthen der Variablen z auf 


einer reellen Integraloberfläche liegen können, zwischen denen die (lei- 











chungen: 
.(2,9,3)=0, A(z,9,3)=0, F(z,9,23,9,9)=0. 
10) >) 7 7 OO OR ON, AO 020, 
PT u) da ) H—— —— — — — v0. 
oy 0% 03 oy or 03 03 0X or 0y oy cX 


nachdem man daraus x und y eliminirt hat, ein reelles Werthepaar für 
p und q ergeben. 

Oder geomelrisch. Denkt man sich auf der Curve =V, 4, = V 
einen Punkt ‘% beweglich, so kann man durch diese Curve zwischen sol- 
chen Grenzlagen von ® eine reelle Integraloberfläche legen, innerhalb 
deren die durch den Punkt 3 gelegte Normalebene an die Curve »=V. 


,,=V allerwärts den für B als Spitze construirten Normalenkegel schneidet. 


Dies der allgemeine Satz. Folgendes sind die wichtigsten Ergänzungen. 
deren er bedarf. 

1) Man kann (Grenzfälle ausgenommen) stets mindestens zwei Inte- 
sraloberflächen durch eine gegebene Grenzkurve legen. Nämlich stels soviel 
als die durch ‘PB gelegte Normalebene Strahlen des für BP als Spitze construirten 
Normalenkegels schneidet, oder (analytisch) soviel, als die Gleichungen (1, 
reelle Werthepaare für p und g ergeben. 

2) Je näher die Elemente der Grenzceurve dem Polarkegel sind. unter 
desto kleineren Winkeln schneiden sich die durch die Grenzeurve gelegten 
Integraloberflächen. Fallen die Elemente der Grenzeurve mit Polarkegel- 
strahlen zusammen, so kann die Grenzceurve entweder a) nur die beiden Glei- 


chungen € 1) und 2): 
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dy = 


(g durch F=0 eliminirt, und für p eine beliebige Function von z eingesetzt) 
erfüllen. mit anderen Worten, sie kann irgend eine Lösung der totalen Diffe- 
de  dy 





—=0 sein, oder b) sie kann eine Cha- 


rentialgleichung b(x, y,2, 


dz ’ dz 
rakteristik sein, welche die drei Gleichungen C 1), 2). 3) erfüllt. 

Im Falle a) bestimmt sie die Integraloberfläche eindeutig, indem sie 
deren Rückkehrkante wird. Ich nannte sie daher (Definitionen etc. 6) 
(srenzcharakteristik. 

Im Falle db). wenn sie eine gewöhnliche Charakteristik ist, lässt sie die 
Integraloberfläche vollkommen unbestimmt. Und es gilt dann das 
aus II. folgende 

Corollar. 

Fine Integraloberfläche wird nicht bestimmt durch die Bedingung, sie 
müsse durch eine, oder eine endliche Anzahl gegebener Charakteristiken gehen, 
ebenso wenig wie eine Curve bestimmt ist durch die Bedingung, eine endliche 
Zahl gegebener Punkte enthalten zu sollen. Eine Integraloberfläche wird 
ebenfalls nicht bestimmt durch die Bedingung, dass sie eine gegebene Charakte- 
ristik passiren soll, und dass sie längs dieser Charakteristik eine beliebige end- 
liche Anzahl von Bedingungsgleichungen zwischen z, seinen Differentialquo- 
tienten und den Werthen, welche x und y längs der Charakteristik erhalten, 


zu erfüllen hat. 


Der Theorie zweiter Theil. 

Die Kenntniss der Ditlerentialgleichungen (C') der Charakteristiken wird nicht 
vorausgesetzt. Sondern die Integraloberfläche wird ohne Hülfe der Analysis auf Grund 
der Kegeltlieorie convergent construurt. 

Zur Construction der Charakteristiken und Integraloberflächen, wenn 
die Bekanntschaft mit den Dilferentialgleichungen € 3) und 4) nicht vorausge- 
setzt wird, bedarf es eines neuen geometrischen Hülfsmittels: des Facettekegels. 





I SE TI 
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nämlich einer dritten, ausser dem Polarkegel und dem Normalenkeeel, für 
jeden Punkt des Raumes als Spitze zu construirenden Kegelfläche. Man kann 
die Gleichung des Facettekegels auf doppelte Weise finden: 

I) Aus der Gleichung des Normalenkegels F(x,y.3,p.4g) 0. wu 








< 
2. LT I 2) in ie Y EZ Fa Cr . D x N. 
she er Ce a re und 5, n, & die laufenden Coordinaten 


der Normalenkegelfläche vorstellen. Die Gleichung des Facettekegel: 


folgt durch Elimination von p und g aus den Gleichungen: 


‚ 2 \ F - = sg A 

F=-V0, pls -2)+gm-y)=ı-3, 
oOF ,. u ME Zus | 0 
—— (SI —- 2) + -—(n-y)+——(U—3) ’ 
OX (sı ‚ oy id Fu Oz a1 ®, 


i» Y%ı» Sı sind die laufenden Coordinaten der Facettekegellläche. 


ver 


ee I 


2) aus der Gleichung des Polarkegels: P(r,y,z,a,b) = 0. wo a - 


ha, 


Nn—y. m ‘. s ; 
b=-I ist, und &, n, & nun die laufenden Coordinaten der Polar- 
rn 


kegelfläche vorstellen. Die Gleichung des Facettekegels folgt wieder 





durch Elimination von a« und b aus den Gleichungen: 


D E—ır o%D nn, — y\ 
&=0, —(a-4)+ (1) =0, 
Buy“ 5 Pr 








ca d ob 
© D . \ | o «D r \ q oD tm \ () 
—(ı—r2)+ ——(n-y)+ — (&, —2) =WUV. 
oa An oy MENT I 


Ss %ı» £ı Wieder die laufenden Coordinaten der Facettekegellläche. 


Durch beide Operationen gelangt man zu derselben Gleichung: 


ı— 8 a) > 
Earer 


Irre 





PF= v(z, Yy,2, 


1} 


2 


n 


des Facettekegels. 
Satz 1. 
Die Haupteigenschaft des Facettekegels giebt folgender Satz an: 

Man denke sich um die Spitze ® eines Polarkegels ?=0 eine Kugel 
von unendlich kleinem Halbmesser o construirt. Auf der Oberfläche dieser 
Kugel sei die Spitze P, eines zweiten Polarkegels ?,=0 beweglich gedacht. 
f sei die Curve in welcher der Facettekegel. dessen Spitze ® ist, die Kugel- 
oberfläche schneidet. Mit e soll endlich bezeichnet werden der Winkel. um 


welchen eine durch die Linie BP, gehende Ebene gedreht werden muss. um 
nach einander die Kegel P=0 und 3,=0 zu berühren. Dann ist der 
Winkel e für alle Lagen von ®, (in denen er überhaupt einen Sinn hat) von 
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der Ordnung og, mit Ausnahme des Falles, wo P, in die Curve f gelangt. 
Hier ist & von der Ordnung o. Wird e als positiv oder negativ angesehen. 


jenachdem die durch BP, gelegte Tangentialebene an den Kegel P=VO den 


Kegel PD, —= 0 schneidet oder daran vorbeigeht, so trennt die Curce f auf der 
Kugeloberfläche die Gebiete, für welche & positiv ist, von denen für welche 
negatie ist. 

Hieraus folgt. dass die Umhüllungsfläche der Polarkegel allemal danı 


eine abwickelbare Oberfläche ist, wenn die Curve, in der die Spitzen deı 


or - Br en 
Polarkegel liegen, der totalen Differentialgleichung Pr. Y.2, A 


Ar ar "u 
genügt. 

Aus den oben angegebenen Eigenschaften des Facettekegels ergieh! 
sich folgende neue 

Construction der Charakteristiken. 
Satz 1. 

Für einen Punkt ‘B construirt man den Kegel P=0,. geht auf einem 
Strahl s des Kegels ?=0 bis zu einem. ® sehr nahen. Punkt ®B,. und con- 
strwirt für den Punkt ®, als Spitze die Kegel $,=0. #,=0. Dann legt man 
an den Kegel ?=0 eine Tangentialebene durch den Strahl s. Diese mas 
den Kerel #, = 0 in einem Strahl so, schneiden. Trifft nun die an den Kegel 
<$b, = 0 durch den Strahl o, gelegte Tangentialebene den Strahl s, des Kegels 
PD, 0. so ist dieser das zweite Element der Charakteristik. deren erstes s 
war. Die ferneren Elemente werden ebenso construirt. 


Und foleende: 


Construction der Integraloberflächen. 
Satz I. 

Ich beginne damit eine aus unendlich kleinen Linienelementen zusam- 
mengesetzie \polygonale) Curve zu construiren. deren Elemente durchweg 
Strahlen von Facettekegeln sind: Für den Punkt B als Spitze wird der Fa- 
celtekegel 7= 0 construirt. Auf einem Strahl o dieses Kegels gelangen wir 
zum Punkt ®, für den, als Spitze. der Kegel 7" =0 construirt wird. Auf 
dem Strahl 0° des Kegels #’=0 kommen wir zum Punkt P”, u. s. f. So 
entsteht die polygonale Facettelinie: B, P. ®”. u. s. f., deren Elemente BP. 

s. f. wir mit 0, 0, 0’, u.s. f. bezeichnen werden. Von dieser 


Curve (deren eine Projeetion willkürlich ist) geht die Construction aus. 








EURE ERELBE EN vr. 
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Für die Punkte B, P’, BP”, u. s. f. als Spitzen werden die Kegel P =. 
’—0, P"=0, u. Ss. f. construirt. Die durch o an P=0 gelegte Tangen- 

tialebene berührt den Kegel ?= 0 im Strahl s, die durch #9 an PD’ =0 ge- 
leete Tangentialebene berührt 2’ —=0 im Strahl s’, u. s. f. 

Zu einem ®B unendlich nahen Punkt ‘'P, auf dem Strahl s wird der Fa- 
cettekegel #, —= 0 construirt, dessen Strahl o, den Strahl s im Punkt 9, treffen 
mag. Zum Punet 9, wird der Kegel 7, = 0 eonstruirt. dessen Strahl 0) den 

Strahl s’ im Punkt 9, treffen mag, u. s.f. So entsteht die Reihe von Punkten: 
n,, PB. Pi, u. Ss. f., welche durch die Strahlen o,. o,. o,. u. s. f. verbunden 
die zweite polggonaie Facettelinie liefern. (Genau so wie diese consiruirt man 
die dritte B,,. PB, P;. u. Ss. f.. eine vierle, u. s. f. Die Facettelinien beginnen 
alle in den ad küche Punkten B, Bı. DB. B,. u. s.f. der Aus- 
vangscharakteristik. 

Der Ort der aufeinanderfolgenden Faceltelinien, denkt man sich die 
Länge der Strahlen 0, 0°, 0", us. f. $s, Ss» 5, w.s. f. verschwindend, geht 
man also zur Grenze über, ist eine stetige Integraloberfläche der Gleichung 

4, 2,P,4) = 

ı. Diese Construction einmal festgestellt. ist es leicht die 
Construction an irgend eine andere Curve (deren Elemente nicht 
Facettekegelstrahlen sind) anzulehnen 


Corollar. 
Wenn sich zwei Curven z=y(2),. y=Yyı[2); 1 =w(z), yı = wı(z) 
in einem Punkte ca und sie erfüllen in diesem Punkt die Gleichungen: 


de, , _.dy, 














dy 
u E a y dze 1, 7ER Dar ee 1, 
| oF DE, OF 'T OF dy oFdze\/ d’r, d’ Y 
er (op (6x Pate +) op ds ©gds if te) 
OF dy, OF dx, zz ]-+( = dy oFdx\/CEF de, öFdy ,eEF 
A an DZ er “) App ds ög NE itm) 








le dy,_ oF EN OF de OF dy =; 


op ds oq ds 


so haben die durch beide Curven gelegten Integraloberflächen die den Durch- 
schnittspunkt passirende Charakteristik gemein, die Integraloberflächen oskuliren 


sich längs dieser Charakteristik und ihre Rückkehrkanten berühren sich in der 
Charakteristik. 
Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft 3. 37 
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Anhane. 
Ueber die allgemeinste Form der Substitution, durch welche eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung in eine andere solche übergeführt werden kann: als 
Beitrag zur Theorie der Legendreschen Substitution. 


Aufgabe: Wie lassen sich auf die allgemeinste Weise in eine be- 
an FR ' ‘ 03 0% 0 
liebige partielle Differentialgleichung F(z, y,.3,7-.- )=0 statt der Varia- 
| 2 ’oy 
beln x, y, 3 drei neue Variabeln 5, 7, & einführen, und zwar so, dass die 


neue Gleichung ebenfalls eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


ar a 
hi = . OL, - 
F\ (8, 1,5, 72.7 )=0 werde. 
”. 08 0M n_ 
re. . 0% 0% 
Wir setzen wieder — =p, -— =g und analog 
OX - oy 
dem wir uns z als Funclion von x und y; [ als Function von 5 und » denken. 


- 


Die Variabeln x, y. 3 werden mit den Variabeln S, 7, T verbunden gedach! 


durch die Gleichungen: 


— ) 


s 


RER PAR®, 
ı (55 N, 6, 7%, 7) 
ne p:(S; VE Ai 7, x), 


= u, 8,8). 

Die obige Aufgabe wird dann gelöst sein, wenn es gelungen ist, die 
Functionen $,. fa, %; So zu bestimmen, dass p und g, durch die neuen Va- 
riabeln ausgedrückt. die zweiten Differentialquotienten von € nach 5 und ;, 
nicht enthalten, und zwar durchaus unabhängig von einer zwischen ir, y, 2. 
mithin zwischen 5, 7, & etwa angenommenen Beziehung. Folgender Satz ent- 
hält die Auflösung des Problems. 

Lehrsatz. Die Grössen p und q sind dann von den zweiten Dif- 


ferentialquotienten von C nach & und 7 frei, wenn die Functionen %ı. $:. 5 


folgende zwei Differentialgleichungen erfüllen: 
op, 
| o& ” Os f on ’ 
| 
I. n 
°P; 
Ort 


ws n 
1 o(C ” oC ) 
ed /T a 








op, 
on? 
n 
op, 
On’ 
Op, 
on 
04, 
ei ) 
on 





9 

















e 


e 
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Daher bleibt eine von den Funclionen $,. >, %, willkürlich. und hat man 
nach Belieben über diese verfügt, so ergeben sich die beiden andern aus den 
obigen Differentialgleichungen. 

Diese Differentialgleichungen lassen eine Transformation zu. welche in 
gewissem Sinne einer Integration gleichkommt, insofern man nämlich aus den 
transformirten Gleichungen durch eine blosse Eliminationsrechnung alle den 
obigen Gleichungen genügenden Systeme der Functionen %,. %s. %, ableiten 
kann. Nimmt man nämlich eine dieser Functionen z. B. y, willkürlich an. 
aber nicht als Function von &, n, {, 7, z sondern als Function von £, »,. 


‚x, 4; so kann man die obigen Gleichungen überführen in folgende: 


ix 








of. op, 0 





| 
u TU un 
o& Li oc 
op oO: 
LE a 
on oL 


Mithin liefern diese Gleichungen, die dritte Gleichung 3 = y;($,n,£,r,y) als 


= 


gegeben vorausgesetzt, sofort die drei Functionen x, y, 3 von &, n, £,n, z. 


Zu bemerken ist noch, dass alsdann für p und q die sehr einfachen Ausdrücke: 


op. op 
p= op; ’ g= Ps 


or oy 





folgen. 


Berlin. 1865. 
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Ueber eine Vorsichtsmassregel beim Gebrauch des 
Prineips der virtuellen Geschwindigkeiten. 
(Von Herrn Bertram.) 







Wenn die Bedingungen, welche zwischen den Coordinaten eines 
Systems von Punkten stattfinden, durch Gleichungen ausgedrückt sind. so kann 
man diese Coordinaten als Functionen einer bestimmten Anzahl unabhängiger 
Variabelen darstellen. und das Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten liefert 






dann — wenn man die Kräfte als gegeben annimmt -— eine gleiche Anzahl 






Gleichungen, denen jene Variabelen genügen müssen, wenn das System im 





Gleichgewicht sein soll. Dies ist eine bekannte Wahrheit; dass aber, umge- 






kehrt, wenn diese Gleichungen erfüllt sind, auch Gleichgewicht sei, ist nich! 






ebenso richtig; es kann der Fall eintreten, dass nicht allen Werthen der Va- 






riabelen, welche jene Gleichungen befriedigen, Gleichgewichtslagen entsprechen. 





Um dies näher zu erörtern, bezeichnen wir die (rechtwinkligen) Coor- 






dinaten der Angriffspunkte der das System sollieitirenden Kräfte (ohne sie 






nach den Axen durch verschiedene Buchstaben zu unterscheiden) mit «,. 






23%... 2,5 die ihren Richtungen parallelen Kräfte mit X\,.».. A,: und die 






Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten mit 




























1.) „Lea =, ... L=0. 
Die Gleichgewichtsgleichungen sind dann, wie bekannt: 
R oL oL OL 
A, +4, —— „— st) — —(, 
ı 7 ı or, 2 oX, + p or, 
’ oL „ oL oL 
A, + —- + h,— +... 44,-—t = (0 
(2.) 177 Per Th Or, Lanaie Ox, f 
a “. 
A, +h—-+h,—+..44,-—t = |. 
A 
Es seien nun die x als Functionen der a—p Grössen 91» --- 4ı-, 
so ausgedrückt, dass die Gleichungen (1.) identisch erfüllt werden, so is! 
oL, ox oL; ©, oL, ox, 
(3.) — 4 4.4 |, 
| oz, 09, oz, 09: 0%, Ogr 


für alle © zwischen 1 und p und alle r zwischen 1 und z—p. 
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Aus (2.) und (3.) folgen die Gleichungen: 

















en n . 
or r 0X, OL, 
Ä, r 4A, 7 : ++ +Ä, — — 0. 
| og, og, C 4 
oX OL, . . Sarrr. 2 
/ \ / X, nd + N, r Eee. a: Ä, nn. V, 
a: © 09, 09, 
Or , O8, ir 
BRUCE A. SE a 
Oln—p Odn—p Odn—p 


und diese würde man aus dem Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten direct 
erhalten haben. wenn man in der Summe 

ZSXdc+F&i0L 
die x und dx durch die qg und dg ausgedrückt hätte. 

Es fragt sich nun, ob aus (4.) für die Grössen q nur solche Werthe 
folgen, aus welchen für die x ein den Gleichungen (1.) und (2.) genügendes 
Werthensystem resultirt. Bezeichnet man die linken Seiten der letzteren (2. 
mit U,.U,.... U,, so kann man das System (2.) ersetzen durch das folgende: 


Ub +05 + +Ub5 =0, 

Ub +Ub +-+U,b5 =0. 

9.) ' U, b,. p Tr U; R + nach + U, B ze (, 
Ua +0a + +U,a =(, 

la +03 +-+U,% =. 


U,a, +U,a, +. +U,a = U, 


worin die Grössen b und a ganz willkürlich gewählt werden können. wofern 
nur die aus ihnen gebildete Determinante D nicht verschwindet. Setzt man nun 
or; 


b'. .- gr 


so gehen die ersten a—p Gleichungen 5.) in die Gleichungen (4.) über. um- 
gekehrt können die Gleichungen (4.) die ersten »—p Gleichungen (5.) er- 
setzen, und die letzien » kann man immer hinzufügen, da man die A noch 
zur Disposition hat, während die Lage des Systems im Allgemeinen schon aus 
(4.) vollständig hervorgeht. Aber diese Wahl für die Elemente 5 ist nur ge- 
stattet. wenn für die Grössen g nicht solche Werthe angenommen werden. 
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für welche die Determinante D verschwinden muss. wie man auch die «a an- 
nehmen möge. Erfüllen also gewisse Werthe von g die Gleichungen (4. 
ziehen aber gleichzeitig D=O nach sich, so kann man nicht ohne Weiteres 
behaupten. dass sie einer Gleichgewichtslage entsprechen. 

Da die Determinante D unabhängig von den a nur dann verschwindet. 
wenn jede der Determinanten z»—p"" Ordnung. welche aus den nach den y 
genommenen partiellen Differentialquotienten einer Combination n—p" Klasse 
der Funelionen x,. ... r, gebildet sind, für sich verschwindet, so lassen sich 
aus den » Gleichnngen von der Form: 

u RN ee — lt, = d2, 

oq, 0; © Un— p 
auf keinerlei Weise a—p auswählen, aus denen man die sämmtlichen Incre- 
mente der Variabelen g durch die der x bestimmen könnte, welche einer 
Verschiebung des Systems aus einer Lage entsprechen, wie sie durch D— 0 
bedingt ist. In einem solchen Falle hören also die Variabelen g auf durch 
die Lage des Systems vollständig bestimmt zu sein, und umgekehrt tritt der 
Fall D=0 bei solchen Lagen des Systems ein, welche für eine Anzahl 4 
der Variabelen (q) bestimmte Werthe der Art erheischen, dass. nach ihrer 
Einführung in die für Coordinalen angenommenen Funclionen, diese sich von 
selbst auf Funetionen einer geringeren Anzahl von Variabelen als »—p—h 
redueiren. 

Handelt es sich z. B. um einen festen Körper, der sich um den An- 
fangspunkt O0 der im Raume festen Axen X, Y, Z drehen kann. so lassen 
sich die cosinus der Winkel. welche die durch O0 gelegten Hauptaxen des 
Körpers mit den Coordinatenaxen einschliessen, in bekannter Weise durch die 
drei Variabelen 6, g, w ausdrücken, und also auch die Coordinaten x, y. 2 
eines Punktes, der in Bezug auf die Hauptaxen die Coordinaten &,, Yı- 2ı 
hat. Wird nun sind =0, so hängen die x und y nur noch von der einen 
Variabelen y+w ab: es ist also in einem Problem, in welchem die den 
(Gleichungen (4.) entsprechenden Gleichungen befriedigt werden durch die An- 
nahme sind =0, und etwa sin» —=0, nicht ohne Weiteres auf eine Gleich- 
gewichtslage zu schliessen. Ein solches Problem ist das (z. B. von Herrn 
Lottner*) behandelte) Problem: die Gleichgewichtslagen eines festen Körpers zu 
bestimmen, welcher sich um einen auf der rotirenden Erde festen Punkt drehen 


*), Programm der Realschule zu Lippstadt, 1860. 
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Au) \ 


kann, wenn der Schwerpunkl auf einer der Hauptaxen liegt. die dureh den 
[festen Punkt gehen. 
Die Gleichgewichtsgleichungen werden hier: 
I. Msg,sindcosw — 0. 
2. (A—B)wsin’dsingcosy = UV, 
3. @sindcosdC— Asin’g—Beos’y} = Ms|y,cos#sin w— y.sind!: 
hier ist die Axe der Z parallel der Erdaxe durch den festen Punkt O nach 
Norden gezogen. die Axe der X senkrecht darauf in der Riehtune des Radius 
des Parallelkreises; g,, g, sind die Componenten der Schwere in O0 nach 
diesen Axen; A, B, © die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf diese 
Axen, MH die Masse, und s die auf der negativen Axe Z, gezählte Entfernung 
des Schwerpunkts des Körpers von O: endlich ist & die Winkelgeschwindie- 
keit der Erde. 
Die Gleichungen werden offenbar durch die Annahmen 
H—-0, vw 
erfüllt; aber diese Annahmen liefern keine Gleichgewichtslage. Herr Lottner 
hat dies natürlich auch bemerkt, aber woher die Möglichkeit rührt. dass solche 
dem Problem fremde Wurzeln in die Gleichgewichtsbedineungen eintreten. 


schien mir einer besonderen Erörterung werth. 


Berlin. 1865. 
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‘Ueber einige von Steiner behandelte Curven. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


In 47°” Bande, pag. 4 dieses Journals behandelt Steiner drei Curven 
in Zusammenhange, von denen eine die Hessesche Curve ist; die zweile hal 
Herr Cremona in seiner „Introd. ad una teoria geom. delle curve piane* die 
Steinersche genannt. Letztere ist der geometrische Ort der Pole, deren erste 
Polare. genommen in Bezug auf eine gegebene Curve x“ Ordnung, einen 
Doppelpunkt hat; die erste ist der Ort dieser Doppelpunkte selbst. Die dritte 
a. a. 0. von Steiner behandelte Curve endlich ist die Enveloppe der Geraden 
welche den Doppelpunkt mit dem ihm zugehörigen Pole verbinden. 

Die erste der genannten Curven besitzt im Allgemeinen weder Doppel - 
noch Rückkehrpunkte; Grad (g), Klasse (%#). Anzahl von Doppeltangenten (f). 
Wendetangenten (ww). Doppelpunkte (d) und Rückkehrpunkte (r) erfahren also 
für sie keine besondern Reductionen. Für die zweite Curve hat Steiner die 
Werthe g’, 4, f, w, d', r' angegeben, und Herr Cremona hat die synthe- 
tische Ableitung a. a. O. pag. 96 geliefert. Von der dritten Curve gieb! 
Steiner nur die Klasse A’ an. Ich werde analytisch die Werthe von g', #, g". 
k" entwickeln: in der That genügt die Kenntniss dieser Zahlen, um auch f.. 


Z 


ed, r, tl, w', d’, r" sofort anzugeben. Denn diese drei Curven entsprechen 


sich Punkt für Punkt. und gehören daher nach einem früher von mir benutzten 
Ausdruck demselben @Geschlechte an, d. h._ es finden mit Rücksicht darauf, dass 


g =3n—b,. k=3(n—2) (3n—7). 
ve = 9 n—2)(In—$8). d=er=(0. 


t = 2'(n—1l)(n—2) n—3)(3n—8 





folgende Gleichungen statt (vgl. dieses Journal Band 64, pag. 98): 
g(g -3)—2d—2r! = g"(g"—3)—2d’—2r" = g(g-3)—2d—?r 
\= 4 (K 3) — 2 — 2’ — KR" —3)— 2" — 20" = k(k—3)— 2 — 2 
& = K—2g-+r = k'—2g"+r" = k—2g-+r 
= g—ıkh + w = g"— 2" +0" = g—!k+w 
=2(p-N = In —-2)(n—3). 
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aus denen, wenn man g', A, g”’, k” kennt, die übrigen Grössen leicht ge- 
[unden werden. 

Wenn «= die Gleichung der gegebenen Curve ist, und x,. «, ele. 
die Differentialquotienten von # bedeuten, so bestimmt sich die Abhängigkeit 


des Doppelpunkts x von dem zugehörigen Pole y durch die Gleichungen 


Yılın td Yalıa ı Y3dız v. 
(2.) Yıllaıt Ya Ya 0, 
Yılzıt Yalzat Yaızz ° 0 


(vgl. dieses Journals Band 59, pag. 125). Man erhält daraus die Steinersche 
Curve durch Elimination der y, und dieselbe ist also vom Grade y' = 3(n— 2)” 
Die Coordinaten «@ einer Tangente der Steinerschen Curve findet man 
aus den Formeln 
(3, MYı Top op = v. 
er ady+ody+o,dy, = V. 
Nun folgt aus der Differentiation von (2.): 

(4.) 0 = y,du,+ y du;-+ ydus-+u,dy, + w,dy,- u,dy;. 
Multiplieirt man nun die Gleichungen (2.) einmal mit x,. &,. x,. das andere 
Mal mit d&,. dx,. dr, und addirt jedesmal, so kommt: 

(0 = ym tm +yım. 
‚ I0 — y, du, + y, dw + y; du; : 


und also wenn man (4.) mit x, multiplieirt, und nach i summirt : 

0 = udy,+wdy, +Wdy;. 
Vergleicht man diese Gleichung, und die erste Gleichung (5.) mit (3.). so er- 
giebt sich 

6.) =, =, Ah. 

Die Gleichung der Steinerschen Curve in Liniencoordinaten folgt also. wenn 
man aus diesen Gleichungen und aus der Gleichung 

.) 0=-I=- Ftutnty 
die x eliminirt. Soll die Tangente & durch einen bestimmten Punkt e gehen. 
so müssen die x den beiden Gleichungen genügen 


IA=V(, 2,0, ++ —= 0. 


Die Gesammtzahl ihrer Lösungen ist X = 3(a—1)(n—2). 
Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft 3. 38 
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Aus diesen beiden Bestimmungen folgen nun zusammen mit (1.) die 
folgenden Bestimmungen (Steiner und Cremona a. a. 0.): 
wo = 3(n—?2)(4n—9). 
r — 12 (n—2)(n—3), 
d = 3(n—2)(n— 3) (I3n’— 9n—5). 
! = 3(n—2)(n — 3) (3n"’—3n —8). 
Die Coordinaten einer Tangente 9 der dritten Curve sind durch die 
Gleichungen gegeben: 
ayıtayptay = 0, 
0,4: +00, = V. 
Soll diese Tangente durch einen bestimmten Punkt e gehen, so muss man haben 
y, = ux,tAc.. 
Dies in die Gleichungen (2.) gesetzt, giebt: 
a—-V)umn +40, =0, 
num +4 =0,. (% =n,C + U; + U;;C;) 
na—V) um +40, =. 
Man findet also die entsprechenden Werthe der x aus den Gleichungen 
8.) BU OGEO. 9-95 =V$, wm =. 
Die gemeinsamen Lösungen der ersten beiden unter diesen Gleichungen sind 
2» —93) an der Zahl. Aber dabei sind die (2—1)(»—2) Lösungen der Glei- 
chungen 3=0,. e,=0 auszuschliessen. für welche nur die ersten beiden 
Gleichungen (8.) verschwinden, nicht aber die letzte: und ferner ist die offenbar 
unbrauchbare Lösung ,= ce, auszuschliessen. Es bleiben also k’"=3(r—1)(n—2 
Tangenten dieser Curve. welche sich durch einen gegebenen Punkt legen 
lassen (vgl. Steiner a. a. 0.). 
Betrachten wir jetzt den Schnitt einer Geraden mit dieser Curve. Ein 
Punkt 3 der Curve ist dadurch definirt. dass in ihm sich zwei nächste Ge- 
raden / schneiden. dass also 
9.) = us, +tiy, 
und auch 


3, = (u+du)(z,+de,)+ (4-4 di) (+ dy.). 


dass also 


10.) zdu+ude,+yd.-+idy, = d. 
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Damit aber ferner z auf einer bestimmten Geraden 
4,3: 4% > +423= a, =—V 


/ 


liege, muss nach (9.) 


ua, +Lka, = Ö 
sein. Daher kann man /=oa,, u=—oa, setzen. und (10.) nimmt die 
Form an: 
41.) z,du+y,.di+ol(la,.dy—a,de,) = 0. 


Setzen wir aus diesen Gleichungen die Werthe der dy, in die Gleichungen 
4.) ein, so findet sich: 

0 = oa, (yı du, + yda, + Ydu,)+ oa, du— (n-—1)u,du, 
oder was dasselbe ist: 


0 = a, a 1,,(o0a, de, — x, du) + a, == Yıd.,,(oa, de, — x, du). 
\ 2 . 


Setzt man also der Kürze wegen: 
(12.) © = Yıllınt Ya Y3dUzır. 
so folgt dureh Elimination der Grössen oa, da, — x, du: 


AU tt AUnta,0n AU; tQ,.0 
AO N : N | | l 
(13.) AUnFt 0,0 AUntgG,0n AUy+tg,0a3| = 0. 
| | | | 
a,U3 4,9%; AUz +4,03 AU; + (4,0; | 


Nun verschwindet wegen (2.) die Determinante der »; und da wegen (2.) 
und (12.) 
CC +0 + 030% = 0, 
so verschwindet die Determinante der © ebenfalls. Also ist (13.) durch a..«a, 
theilbar. und die Gleichung (13.) geht dann in einen Ausdruck der Form 
(14.) = A,yyı = 0 
über. Inzwischen werden in Folge von (2.) die Producte y,y, selbst den 
Unterdeterminanten Ü,, von 4 proportional, und man kann also (14.) ersetzen 
durch die Gleichung 


welche nur noch die x enthält. 

Bezeichnet man, um den links befindlichen Ausdruck genauer auszu- 
führen, durch V;, die Unterderminante der ©, so geht (13.) zunächst mit Hin- 
weglassung des Factors a,.a, über in 


a,ZU,0.+ a, VaUr = 0. 


38 * 
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Der erste Theil dieses Ausdrucks wird durch Einführung von U,,, für y,.yı zu: 
>} U,; Un U, m du = 24, An U, m’ 


Den zweiten Theil kann man umformen mit Hülfe der Theorie der Curven 
dritter Ordnung. Betrachten wir nämlich für den Augenblick die «,, als die 
Coelficienlen einer solchen Curve, so ist (a—2) IV ,,u,. das dritte Glied der 
Determinante eines aus der Function dritter Ordnung und ihrer Determinante 
zusammengesetzten Ausdrucks. Bezeichnet man also durch T, S Ausdrücke. 
die aus den «,,, so zummengesetzt sind. wie die in der Theorie der Curven 








dritter Ordnung so bezeichneten Ausdrücke aus den Coefficienten dieser Curve. 





so hal man (vel. Bd. 55, p. 127 dieses Journals) 


\ S R 
T.u—- 7, (n—2)". I. 


nn —1.n— 2 
36 





P.: V.u - 


Da die Gleichung (14.) nur in Verbindung mit = 0 betrachtet wird. so kann 
man das letzte Glied fortlassen,. und die Gleichung (14.) wird also: 


Rn ” nn—1i.n—?2 „. h 
15.) 4, A, I ee: > — T.u.a, ae V. 


Diese Gleichung ist vom Grade 592—11, und bestimmt also mit / = 0 
zusammen 3(»2—2)(5»—11) Punkte x. Man hat also g”’ = 3(n—2) (5»—11). 
Die Anwendung der Formeln (1.) giebt alsdann für die Singularitäten 
dieser Curve folgendes Schema: 
g’ = 3(n—?) dn—11), 
k’ = 3(n—1)(n—?R), 


tr —= 18(n—?2)(2n—5), 
d’ = %(n- 2) (9% —13) (5n°—19n +16). 
! = !!(n—2) ("—Rn—1). 
Man kann diese Resultate noch in folgenden Sätzen ausdrücken: 
Auf der Hesseschen Curve giebt es immer 3(n—1)(n—?2) Punkte, 
für welche, wenn man sie als Doppelpunkte einer Polaren betrachtet und 
sie mit dem entsprechenden Pol verbindet, diese Gerade durch einen ge- 
gebenen Punkt p geht. 
Auf jeder Geraden giebt es 3(n—2)(9n—11) solche Punkte p, für 
welche zwei der 3(n—1)(n—2) Geraden zusammenfallen. 
Es giebt 18(n—R)(2n—5) Punkte p, für welche drei der Geraden 
zusammenfallen. 


TR 


et ES 
a TE 
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is giebt 3 (n— 2) (9% — 13) (5% — 19%» +16) solcher Punkte p. für 
welche zweimal zwei jener Geraden zusammenfallen. 

Es giebt $(n—2) (n —2n—1) Gerade, welche gleichzeitig durch 
zwei Punkte der Hesseschen Curve und durch die beiden zugehörigen 
Pole gehen. 

Ich bemerke noch. dass die für die letzte Curve angestellten Betrach- 
tungen für = 3 nicht gelten. Denn in diesem Falle entsprechen sich die 
Punkte x, y gegenseilig; daher entspricht zwar noch jedem Punkte x oder y 
eine Gerade « und ein Punkt z, aber umgekehrt entsprechen einer Geraden 
ce und einem Punkte 3 die beiden Punkte &, y gleichzeitig. so dass die im An- 
fang ausgesprochenen Voraussetzungen nicht mehr erfüllt sind. Die letzte 
Curve geht daher, statt von der sechsten Classe und von der zwölften Ord- 
nung zu sein. in eine doppelt gerechnete Curve dritter Classe und sechster 
Ordnung über, dieselbe, welcher Herr Oremona den Namen Cayleys beigelegt 
hat (a. a. 0. p. 108) *). 


Giessen. den 16. Juli 1864. 


*) Herr Cayley hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass in den Formeln p. 94 
dieses Bandes, in welchen das oben benutzte Prineip auf die Singularitäten der Evo- 
Iute angewandt ıst, sich ein Irrthum findet. Die Anzahl der Wendepunkte der 
Evolute ist nicht, wie Steiner Bd. 49, p. 340 dieses Journals angegeben hat, gleich 
der Anzahl der Rückkehrpunkte der ursprünglichen Curve, sondern im Allgemeinen 
immer gleich Null. Die Singularitäten der Evolute sind also in der a. a. ©. ange- 


wandten Bezeichnung: \ 


n" = m’— 28 — 3x, 
m' — I3m(m I) — 60 — 8%, 
ı 32 (0, 


x — 3m (2m — 3) — 1206 — 15x. 
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Extrait d’une lettre*) de M. Hermite 
a M. Borchardt. 





Parlant de ce resultat si beau de Jacobi savoir: 


v _ ! d’(z’— 1)" 
ee 1% TREE dc" 3 





jai considere des polynomes a deux variables 


d"(a’--y’—1)" 
de“ dy® 





sous la condition e+P9=n, ou plus generalement: 


d" (ax’ + r2bxry + cy’— 1)" 





dx“ dy’ 


en imilant exaclement comme vous voyez le mode de gencralisation pour passer 


des series elliptiques: Ie””"”"" aux series Abeliennes: 
De" x+ny-+am? -2bhnm-Hen? 


Je songeais en meme temps a la modification correspondante A apporter au 
radical 1 I—2ar-+a', et c'est aux expressions suivanles: 


1- ar — 2by+a°+b'. ou: Yt- 2ax — 2by+Aa’-+-2Bbab+Cb‘, 








que je me suis arrele tout d’abord. La grande imporlance du developpemen! 





» . 1 . r 5 ’ . 
de la fraclion Er Tee appellait egalement mon attenlion sur l’ expression: 
) he . . .. . . r v . . 
5) b) 7 y5, el cest ici que jaai un premier resultat a vous indiquer. 
| —- 2ar— 2by + a’ +b° ' 
Soit en eliet: 
1 
1 — 2ax —2by + a’+b?’ 


| 





-— Za'bPU,; ) 


U, sera un polynöme entier en x et y du degre «-+P, et l’on aura: 


SV U,,dedy = 0, 


Iintegrale etant prise entre les limites definies par la condition: 


ac + y’ Bu 1 


*) Une exposition plus detaillde du sujet trait& dans cette lettre se trouve dans 
les comptes rendus de lacad@mie des sciences de Paris, annde 1865, secances du 20 et 
27 tevrier, du 6 et 15 mars, 





ER: 
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sous Ja condition que la difference: @-+P—y-—0d ne soil pas nulle. Mais en 

integrant le produit de deux polynomes diflferents. on n’oblient plus zero. 

sils sont du m&@me degre. Pour relablir lVanalogie avec les fonctions d’une 
1 

1— 2axr + a 





variable ayant pour origine le developpement de et qui semble 


jei se perdre, jai pense a deduire des polynomes U,, d’un meme degre. 
d’autres en m&eme nombre, qui en dependent lineairemen!, auxquels je donne 


la denomination Var de maniere a avoir: 


SJVoV,ndedy — 0 


toutes les fois que les deux indices @ el 9, y el d ne seront par simul- 
fanement egaux. Üe sont preeisement ces polynomes, qui m’ont donne la 
oeneralisation des fonctions de Legendre que je recherchais, mais il est ne- 
cessaire pour cela de sorlir de lexpression 1—-2ar—2by+a@+b' qui a servi 
de point de depart. 
Considerant la forme ternaire en a, b, e: 
c+2acc-+?2bey+a+b', 

jobserve quelle a pour forme adjointe: 

(e- ax —by) — (a +b)(e+y—1). 
or en y faisant pour simplifier e=1, c'est le radical 

‚A-as (Hy 


dont le developpement donne naissance aux polynömes },,, el si Ion fait: 


yd-ar—by) — (a +b’)(e+y’—1) = Za“b’V, ,. 





on aura ce nouveau resullat: 


Soil 
it 
a+P=n, IE. = m. 
.5:8..:@ “ 


Les polynomes V,, seront exprimes de cette maniere: 





v Na dr (2° + y’—1)" 
a m - da“ dyf 





et l’on obtient l'analogie aussi complete que possible avec les fonclions de 
Legendre. Operant done comme le fait Jacobi (t. II de ce Journal). au moyen 
dintegrations par parlie successives, je trouve quelque soit la fonetion F (x, y): 


197) I" 2 1 N) :d"F ; . 
Nee y)- at - wi er (e+y—1)"dedy 








da“ dy? 
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entre les limites: 


Jen concelus que: 


Ve V,„dxdy — (0, 


si les degres @+ 9 et y+0d ne sont pas les memes, comme cela devait eire 
en effet d’apres la dependance des polynomes V,, et U, 


Q 
+.) v 


La propriete caracteristique des fonctions V,, ceonsiste en ce que 


u. f 
equalion: 

a ER 
si l’on fait abstraelion du facteur x ou y, suivant que « ou / est impair. 
represenle une courbe fermee, la distance d’un quelconque de ses points ä 
"origine elant moindre que lunile, de sorte qu’elle est comprise dans l'in- 
terieur du cerele: 

z+y = 1. 


D’apres legalit@ fondamentale: 


/fVe Y,,dady — (0 


tant qu'on napas a la fois: e=y et =), on voit que dans l’interieur de ce 
cercle @’+y’ = 1, toute fonction F(x,y) pourra &tre developpee de ces deux 
manieres: 
{ ze A IT’ 
I D,Yy) = A U,; 
F (X, y) = BD Ve.8 


’ 


guil semble impossible de ne pas considerer en meme temps. J’ai deja trouve 

un fait semblable d’un double mode de developpement en m’occupant des polv- 

nomes lires des derivees de la fonction e*“**"+%" (Comptes Rendus 1864). 
Les integrales suivantes qu’on obtient facilement: 








pP PER: _dedy = 0 IE ab' — ba’ 
II A— rar — 2by+a’+b)I— 2a —2b'y+a”-+b) ab'— ba’ BER 1 — aa’ — bb’ 





fm 1 PEFISURLOENEN , ... 
JJ (A—2a'r -2b’y+ a” +6b)|A—ar—by)’— (a’+b’)@’+y’—1)] 


gt ' 
ee), 
ty 1 


suffisent pour etablir les points essentiels de la theorie des fonctions U et F: 
je donnerai plus tard dans les Comptes Rendus quelques autres details. 


Paris. 27 Janvier 1865. 
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De ınvestigando ordine systematis aequationum 
differentialium vulgarıum eujuscunque. 


(Ex ill. €. @. J. Jacobi manuseriptis posthumis in medium protulit”) €. W. Borchardt.) 


Investigatio ad solvendum problema inaequalitatum redueitur. 

NS vstema aequationum dilferentialium vulgarium est »on canonicum **). 
si aequationes allissima variabilium dependentium differentialia tali modo con- 
tinent. ut horum valores ex lis petere non liceat. Id quod fit. quolies aequationes 
nonnullae altissimis illis differentialibus carentes in systemale proposito vel 
ipsae inveniunlur vel eliminalione ex eo oblinentur. Eo casıu numerus Con- 
stantium Arbitrariarum, quas integratio completa indueit, sive ordo systemalis 
semper minor est summa altissimorum ordinum, ad quos differentialia singularum 
rariabilium in aequationibus differentialibus proposilis ascendunt. Qui ordo 
systematis cognoseilur, si per dilferentialiones et eliminaliones conlingit systema 
propositum redigere in aliud forma canonica gaudens eique aequivalens, ita ul 
de systemate canonico eliam ad propositum reditus pateal. Nam summa al- 
lissimorum ordinnm. ad quos in svstemale canonico dillerentialia singularum 
variabilium dependenlium ascendunt. etiam systematis proposili non canoniei 
ordo erit. Ad quem ordinem investigandum non tamen opus est ea ad formam 
canonicam reduclione, sed res per consideraliones sequentes absolvi potest. 

Ponamus inter variabilem independentem ? alque » variabiles depen- 
dentes z,. &,. ... x, haberi » aequationes dilferentiales: 


E) ver seo ... we 


7 


sitque 
(1) 
h; 
allissimus ordo, ad quem in aequalione #,— 0 dilferentialia varjabilis .r, ascen- 


*) Hure ıll. Jacobi commentationi Jam S. Cohn operam dederät, sed praematura 
morte abreptus manuseriptum non reliquit prelo paratum. 

> Systema quod hie canonicum seu forma canonica gaudens appellatur idem est 
quod ho „theoria novi multiplicatoris“ forma normalı praeditum vocatur (hujus diarı 
tom. 29, p. 369 sive Jacobi opusceula math. I., p. 219), sed plane differt ab co, cui 
Jacobi in, ‚nova methodo aequat. diff. partiales primi ordinis integrandi“ (hujus diarii 
tom. 60, p. 121) nomen canonici tribuit. 
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dunt. Ac primum observo, quaestionem revocari posse ad casum simpliciorem. 
(uo aequationes differentiales propositae sunt lineares. Etenim variando aequa- 
tiones (1.), inter variationes 


29) ve, —E 


Sr 


(2.) oa, =&, 0m, = 
obtinemus systema aequalionum differentialium linearium 
3.) =09, %=4Q, ... ,=0, 


. (1) . . . . . . . . \ . 
eritque rursus h, altissimus ordo, ad quem differentialia ipsius S,= da, in 
aequatione ©,= dw,=0 ascendunt. (Quarum aequationum differentialium li- 
nearium (3.) datur integralio completa, si pro valoribus k=1,2....» ponitur 








2 0% , oa MM . 
(4.) S, -—— Or, — Pi r P> r > 2 Se 
; oa, OR, 
ubi per @,. &» ... illas Constantes Arbitrarias designamus, quas valores com- 
pleti variabilium z,. ©. ... x, integratione aequationum (1.) eruti involvunt. 
per /%,» Pa»... Vero eas Constantes Arbitrarias, quas integralio systemalis (3.) 


indueit. Unde idem fit numerus Constantium Arbitrariarum in inlegratione com- 
pleta aequationum differentialium propositarum (1.) atque linearium (9.). sive 
ulrinsque systemaltis idem ordo est. 

In explorando ordine systematis aequationum differentialium lineariun 
3.) supponere licet Coefficientes esse Constantes. Eo autem casu integratio 
completa methodo nola obtinetur, nulla ad formam canonicam reductione facta. 
Designemus per symbolum 


(F), 
eXpressionem 
EA dE f d’E _ A FE. zu 
> T -21 lt #3 dt? | | Ar dem u & 2 
in qua h,. Ay, Ar. ... A, sunt Constantes, gaudebunt aequationes (3.). Si 


Coeflicientes earum constantes ponimus, hac forma 
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Pono in his aequationibus 


5, _ Ü,e" 
designantibus C, et 4 Constantes, obtinelur e (. 


= ©, (Ay: +C:[2]y, ee Ü, DE 


“ = Clay" + ++ 0.[yv; 


0=C, [4], +0, [A], +++6, A. j 
siquidem per 

Dr 
funelio quantitalis A integra ordinis m" designatur. 

Eliminalis C,. CO, ... C,, prodit aequatio algebraica, cujus radices 
suggerunt valores, quos 4 induere potest, et cuique radiei sive valori ipsius 4 
respondet systema valorum ipsarum C,, O5. ... C,, quos omnes per eandem 
Constantem Arbitrariam multiplicare licet. Jungendo cujusque variabilis S, 
valores singulis radieibus respondentes, prodit ejus valor completus, et cum 
singularum variabilium valores sic provenientes iisdem Constantibus Arbitrariis 
affıciantur, aequationum (5.) integratio completa tot indueit Constantes Arbi- 
Irarias, quot sunt ipsius 4 valores. Unde ordo systematis aequalionum dif- 
ferentialium linearium (3.) vel etiam ipsarum aequationum differentialium pro- 
positarum (1.) aequalur gradui aequationis algebraicae, qua A definitur. Quamı 
aequalionem repraesentare licet hoc modo 


7) 0= Zr]... Bo: 


eritque gradus Determinanlis ad dexiram aequalis maximo ex 1.2.3...u 
aggregalis, quae e sequenle 

hh+h,+: ++ hi" 
proveniunt, indices inferiores aut superiores omnimodis permultando. Unde 


jam nacti sumus hanc Proposilionem memorabilem: 


Propositio I. Inter variabilem independentem t atque » variabiles 


dependentes £,, %;. ... x, habeantur n aequationes differentiales 
=> nei ..- sad 
sitque 
(‘) 
hi 


altissimus ordo, ad quem in aequatione u,=0 differentialia variabilis x, ascen- 
39 * 
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dunt. Jam si rocalur 


H 


maximum e 1.2.3...n aggregalis 


h + + +h", 
quae obtinenlur sumendo pro indieibus 

se a 
wmoseungne inter se diversos ex indieibus 1, 2, ... n; erit H ordo systematis 
aeqnalionum differentialium propositarum sive numerus Constantium Arbitrariarum, 
quas earum integralio completa inducit. 

Maximum in anlecedentibus voco valorem nullo alio aggregati pro- 
positi minorem, ila ut plura maxima locum habere possint inter se aequalia. 
diversis indieum ö. &, ... i, systematis respondenlia. 

(radus aequalionis algebraicae (7.) non minuitur, nisi in Determinante 
ad dextram posilto Coeffieiens altissimae quantitalis 4 potestalis evaneseit. Ob- 
tinelur autem altissimae ipsius A potestatis Coelliciens, si in formando Deter- 
minante cuique funetioni integrae rationali [#] „, substituimus Coeffieientem 

2 
ipsius 4 potestatis, quem designabo per 


le] @: 


h k 


ar 


r . (:) 
altissimae seu A, 


alque ex omnibus Determinantis lerminis 


+[e] @ayle) an. --lelc 
| ent IR ) ORm 


eos lantum servamus, in quibus summa indicum 


er . (f2) , (?,) 
hı 1 h; tee th 


„ 


valorem maximum # obtinet. Quare nunquam locum habet reduclio gradus. 
nisi pro duobus pluribusve indicum d,. &. ... i, systemalis aggregalum anle- 


n a: 


cedens eundem valorem maximum induit alque summa productorum 


21.) DOOR] MOVIE |.) 
1] un! Im ) Le] 


n 


illis indicum systematis respondentium suisque signis sumtorum evanescil. 


. * . Y » ® . u . y d L 
Aequabatur autem in antecedentibus [e] „, Coeffiecienti termini d m ® 
h; 


variatione funetionis a, provenienlis, sive positum erat 
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(1) 
Ari 
Quod si tenemus, haec emergit altera Proposilio anlecedentis supplementaria. 
Propositio Il. Yocetur 
differentiale partiale ipsius u, sumlum secundum variabilis x, altissimum quod 
functio n, incoleit differenliale (i. e. ordinis h, J). Ex omnibus terminis De- 
terminanlis 


(") 


7, 


Stu... 


('2) 3 


und „H 


” . . (’,) r . r ER j i 
ü soli retineantur tu, W ...u," ,„ in quibus summa ordinum differentialinm 


singularum vartabilium, secundum quae in singulis 


(11) (12) (i,) 
U » U . Be (A 


a 


differentiatio partialis facta est, valorem maximum H obtinet. Jam si aggre- 
galum terminorum Delerminantis remanentium designatur Determinantis signum 


uneis ineludendo hoc modo 


(+ 0,9, ...u0). 


ordo systematis aequaltionum differentialium 


an Be .,;,, ut 


n 


tum demum valore illo maximo H inferior erit, si habetur 
(Z+u,u, ....u)) 0, 


quae ubi locum non habet aequatio, ordo systematis semper valori maximo H 
aequatur. 
Nacti sumus anlecedentibus novum eenus formularum. Determinanlia waneı 


(n)\ 


(Zt... 
Cujusmodi quantitas evanescens indiecio est. ordinem systemalis aequalionum 
differentialium 

ar wu... ed 


n 


per indolem illarum aequalionum peeuliarem diminulionem pati. 

Explorato ordine systematis aequalionum differentialium quarumeunque. 
via sternitur ad inveniendam methodum, qua ipsa reduclio earum in formam 
canonicam praeslari possil. Sed in hac commentatione sufficiat, in naluram 


maximi, de quo agilur. et quomodo commode invenialur,. accurate inquirere. 
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2. 

De solutione problematis inaequalitatum, quo investigatio ordinis systematis aequationum 
differentialium quarumeunque innititur. Proposito schemate definitur Canon. Dato 
CUanone quocunque invenitur simplieissimus. 

Antecedentibus investigatio ordinis systemalis aequationum dilferentialium 
vulgarium revocala est ad sequens problema inaequalilaltum etiam per se 
Iractatu dienum: 

Problema. 

Disponantur nn quantitates en quaecungue in schema Quadrati, ita ut 
habeauntur n series horizontales et n series verticales quarum quaeque est 
terminorum. Ex illis quantitatibus eligantur n transversales i. e. in seriebus 
horizontalibus simul atque verticalibus diversis positae, quod fieri potest 1.2... 
modis: ev ommibus illis modis quaerendus est is qui summam n numerorum 
leetorum suppeditet mazximam. 


. Eu . . (t) . D B 
Dispositis quantitalibus A, in figuram quadralicam 


h, h; ee © 
Be u 
(nr) (n) n 
u Er << 


earum systema appellabo schema propositum: omne schema inde ortum al- 
\endo singulis ejusdem seriei horizontalis terminis eandem quantitatem appellabo 


sehema deriratum. Sit 


j 


seriei horizontalis, quo facto singula 1.2... 


lae 


quantitas addenda terminis @ 
aggregala transversalia. inter quae maximum eligendum est. eadem augebuntur 
quantlitale 


"+Hl"+ +10 = L, 


juippe ad singula aggregata formanda e quaque serie horizontali unus eligendus 
est terminus. Qua de re si slatuitur 

Ber: . (?) (i 

h. +1 _— De 
alque aggregalum transversale maximum e terminis A,” formatum 


(1) , zlia) | Eu) 
hı +, +..+h," — H, 


fit valor aggregali transversalis maximi e terminis p. formati 


(tı) , (12) 


Pı TP: +eet+p," = H-+L 
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et vice versa. Ilaque ad maximum propositum inveniendum perinde est. sive 


. ® . (i) . . “ (ı P . 
quaestio de quantitatibus h. ,„ sive de quantlitatibus pi ınstilualur. 


„ 
, 


Faciamus quantitates 7, "’ sic determinalas esse. ut. quanli- 
. (!) ‘ . () » » . . ... 

tatibus p, ad instar quantitatum A, in higuram quadraticam disposilis et « 

juaque serie verlicali termino maximo electo, maxima illa omnia in diversi- 


Pr i . . . r . (ft. ) z . . 
seriebus horizontalibus jaceant. Unde si p," vocatur maximus terminorum 


Ä (") 
' Pen VE >50 


aggregalum 


n 


65) , (i2) 3 


»n TR TI TR 
inter omnia aggregala iransversalia e quantitatibus p, formata erit maximum 
Hoc igilur casu sine negotio eliam habetur maximum aggregatum transversale 
e quantitatibus propositis A, formatum 


(,) , (i2) (i,,) 
ne + t De? ie 


n 


Unde solutum est inaequalilatum problema propositum, simulatque inventae sun! 
quanlitates U, 7’, ..: 2’ dietae conditioni satisfacientes. 

Figuram quadralicam, in qua diversarum verlicalium mazxima simul in 
diversis seriebus horizontalibus surt, brevitatis causa vocabo Canonem. Yale! 
in ejusmodi Canone lerminos omnes eadem quanlitate augeri vel diminui posse: 
unde sequitur e quantitatibus 7’, 7’, ... 2” unam pluresve nullitati aequari 
posse, dum reliquae fiant positivae. Si!" =0, series pi » Pr»... p, endem 
est alque series firurae propositae hy . hy»... h,, unde Canonis seriem. eui 
respondet quanlilas / evanescens,. vocabo in sequentibus seriem immautatam 
Jam ex omnibus solutionibus una erit simplieissima, in qua seilicet singula 
quantitates 2’ valores minimos positivos induunt, ita ul nulla alia detur, pro 
qua aliquae quantitatum /“’ valores inferiores obtinent, dum reliquae immulatae 
manent. Canonem ei solutioni respondentem appellabo Canonem simplieissimum. 
de eujus habitu in sequentibus agam. 

Ad schema quadraticum quodeunque sequentes denominationes relero. 
juae bene tenendae sunt. Sub voce seriei semper intelligam horizontalem: 
si de verticalibus sermo ineidit, id diserte adjieietur. Sub voce mazximi semper 
intelligam terminum inter omnes ejusdem verticalis maximum seu certe nullo 
reliquorum minorem. Unde appellabo seriei maximum eum seriei horizontalis 
(terminum, qui maximus est inter omnes cum eo in eadem verlicali positos. 


Fieri potest ut series nullum maximum habeat vel etiam plura inter se diversa 
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At si figura Canonis inslar conslitula est. quaeque series uno cerle maximo 
saudel. quod. si in eadem serie plura insunt, semper ila sumere licel, ut omnia 
diversarum serierum maxima ad diversas verlicales perlineanl, i. e. mazximorum 
transversalium systema completum forment. Consideremus in Canone simpli- 
eissimo horum maximorum systema, el si plura ejusmodi danlur, unum aliquod 
eligamus. Jam distribuamus omnes series quocunque modo in duas partes. 
series J el series A tales, ut nulla serierum A immulata sit. i. e. nulla quan- 
Iitatum /, quae ad series A perlinent,. evanescat: dico haberi 

Theorema I. In Canone simplicissimo e mazximis serierum K salten 
unum est, cut aequalis exstal terminus in eadem verticali positus et ad series 
J perlinens. 

Alioquin enim quanlitales Z ad series A perlinentes omnes eadem 
guanlilate minuere licerel, usque dum aul una quanlilalum / evanescerel, au! 
unum e maximis serierum A aequale evaderel alicui lermino in eadem verli- 
cali posito et ad series J perlinenti. Neque enim ea re maxima diversarum 
serierum cessarent esse maxima, neque Canonis eonslilulio turbaretur. Quan- 
litates / aulem proposilae eo casu non forent minimae posilivae neque igilur 
Canon foret simplieissimus. 

Si pro seriebus A sumilur series singularis. sequitur e Iheoremate prae- 
eedente hoc alterum 

Theorema Il. /» Canone simplieissimo seriei uniuscungue non im- 
mutatae maximo aequatur alter Terminus in eadem verticali. 

Proposilo Canone simplieissimo rursus eligamus unum cerlum svstema 
complelum maximorum transversalium. In serie quacunque e,". eui responde! 
juantilas / non evanescens, sumalur marimam, cui secundum 1. in eadenı 
verlicali sit aequalis terminus seriei «,', in qua rursus sumalur maximum, eu 
aequalur in eadem verlicali terminus seriei 0", et ila porro. Si dato mazximo 
plures aequantur termini in eadem vertlicali. processus praescriptus pluribus modis 
inslitui polest, sed habelur 

Theorema ll. In Canone simplieissimo e variis modis a data serie 
per processum praesceriplum ad alias transeundi unus semper exstat, quo per- 
venilur ad seriem immulalam i. e. seriem, cui respondet valor TV. 

Nam simulae theorema Ill. locum non habet, Canonis series in duo 
complexus dividantur. quorum primus omnes series amplectatur, ad quas a 
dala serie per processum praescriplum transire licel et secundus omnes, ad 


quas transire non licel, ita ul series immulalae omnes in secundo complexu 
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sint. 
theoremalis I. sumere licet. 


plexus ad seriem secundi transitus datur,. quod est 


Quo facto primum complexum pro seriebus K 


Ergo seeundum theorema 1. 
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.„ seeundum pro seriebus .J 


a serie primi COM- 


contra hvpothesin. IUnde 


suppositio theorema IIl. loeum non habere est absurda 


Canonem quemeunque, pro quo quanlilales 


" (n) 


induunt valores m’, m”, m 


pono. in sequenlibus brevitalis causa vocabo Canonem (m', m 


statuto de binis Canonibus quibuscunqgue habetur 
IV. 
ge 
unaquaeque quantilas m minimae ipsarum [ 


Theorema 


seeundo (9.9 .„ semper alius dabitur Canon 


u “9 


(?) 


Unde sequitur hoc Corollarium: 
Canon simplieissimus est uniens, sive unicum 
Sint quanlitates I, 9... g 


tive majores. reliquae autem g. 


n) 


IpSis ia 
Y.» 


aut aequales aut minores. \ocemus respeclive q 


primum el secundum Canonem constliluunt. ubi gene 


‚iı) (:) 


r' N | gg" — ve”, 
silque rursus sysiema maximorum Iransversalium in 
(‘) (:,) (’,) 
1; 1 » 4 
ubi omnes ö,. &. ... 2, inler se diversi sunt: in 
maximorum transversalium habetur etiam 
t1,) (t,) SR 
N"; * " . pP 


Nam onmnia aggregala transversalia secundi Canonis 


tıbus primi eadem quantitale 


! „ (n) (p' ar 
dr Ze Ah ’ CM 
differunt. unde. cum aggregalum 
(1,) (t1,) 1.) 
> 79 Tr Tr 
maximum sit. etiam aggregalum 
(ı,) ('2) (2) 
le 2 he kn > 


maximum esse debet. 


bilitam datur aggregatum transversale maximum, 


Propositis binis Canonibus. 


g’ipsis f, f. 


(« 


SE SR 


respective 


. quos semper posilivos aut evanescenles sup- 


„“ 3 Vuo 
primo re; fe TE au 
m. m ‚m talıs. uf 


g aut aequalis aut ea minor sit. 


datur systema quantitatum 


Pr ynae Canonem simplieissimum suppeditant. 


| r 


quantıtates. 


!ESPEC-— 
respeclive 


) 


el r quae 


raliter fil 


primo Canone 


secundo Canone systema 


ab agerepalis responden- 


+! 
| ’ 


At in quoque Canone secundum definitionem ejus sta- 


cujus singuli termini sint 


maximi inter omnes ejusdem verlicalis. quibus maximis respective in prima, 


secunda, »" verticali aequari debent termini 


Heft 4. 


Journal für Mathematik Bd. LXIV. 





10 
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er er En er 
ut eorum aggregalum el ipsum constilnere possit maximum. Unde cum 
ii» &» ... 2, omnes inter se diversi sint. termini illi et ipsi svstema maximorum 
transversalium constituunt. q. d. e. ’ 
Cum quantitates „Hr, gr», .... 9” respective ipsis ff, ft 9, .. 
f"' majores sint. quantitates autem f’, f". ... f"” omnes supponantur = 0 
aut positivae, quantitates „, y“”, ... 9” omnes sunt positivae >60. Jam 


observo fieri non posse ut in Canonis (g,g....g”) serie (e+1)", (e+2)", . 
vel »" inveniatur maximum, cui aequalis existat terminus in eadem vertlicali 
positus sed ad unam reliquarum serierum pertinens. Sit enim maximum illud 
in serie ö,', terminus ei aequalis in serie ö, ut sil 


(?,.) (t) 


N, r 
ubi ’ est unus e numeris 1. 2. ... @, atque i, unus e numeris «+1. e—?2. ... n: 
erit e formula supra tradita 
. ı gu ft i + ee 

ubi seeundum suppositionem factam g"—f ">> 0 atque gY’—-f" —.0. Unde 

(iz) (i) 

u gu ; 
yuod absurdum est. cum q, sit maximum inter omnes terminos ejusdem ver- 
liealis 9» > -:- 9 - Hine eum in secundo Canone maximo in (e+N)"., 
e+2)", ... vel »" serie posito nullus aequalis esse possit terminus in eadem 
verlicali in reliquis seriebus positus,. quantitates g’, g, ... g” omnes 


eadem quanlitate deerescere possunt, reliquis immutatis manentibus, usque dum 
in aliqua serie \e+1)". (e+2)", ... vel » invenialur maximum, quod non 
superel valorem alius lermini in eadem verticali ad reliquas series pertinentis. 
aut dum una quantitatum ge", gg, ... g” evanescat. Qua diminutione 
nullum maximum neque igitur Canonis natura destruitur. Si hac ratione obtinetur 


n («) (@+1) (a-+?) (n) 


9:9 >: »fı »Iı 9-9) 
. . Mr (@«-+1) (“a+?) . ‚ (#+N (?+?) . 
atque inter quantitates 9%, , PR 5... Ipsae 9 , Gr ,... adhuc quanti- 
tatibus ff, ... majores sunt. eadem methodo novus Canon obtinetur. 


in quo quantitates illae denuo diminutionem subierunt, sieque pergere licet. 


usque dum perveniatur ad Canonem 


' a MM +? \ 
(m, er... ri), 


ubi quantitates uncis inclusae omnes quantitatibus respondentibus ipsarum f’, 
f....f" et g, gg, -.. g” aut minores aut iis aequales sunt, q. d. e. 


Sequitur e Theoremate IV. 
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Theorema V. Nullus datur Canon, pro quo aligua quantitatum T 
I", ... 1” valorem minorem induat quam pro Canone simplieissimo. 

Scilicet si talis daretur Canon. per methodum antecedenlem obtineri 
posset alius, pro quo una certe quantilatum 7’, 7”, ... 2 valorem minorem 
indueret quam pro Canone simplieissimo. reliquae autem valores non majores. 
quod est contra Canonis simplieissimi definitionem. Cum valor minimus. quem 
quantitates 7, 7”, ... /"’ obtinere possint. sit = 0. e propositione V. sequilur 
tanguam Corollarium 

Theorema VI. Series, quae in Canone quocungnue habetur immutata, 
eadem in Canone simplicissimo invenialtur necesse est. 

U cognoscalur, ulrum Canon aliquis sit simplieissimus neene. adhiberi 
potest haec propositio: 

Theorema V\Vll. Proposito Canone atque in eo mazximorum trans- 
versalium systemate electo, notentur primum series immutatae A, deinde series 
BD, quarum mazimis aequantur termini in eadem verticali ad series A per- 
tinentes; deinde series C, quarım mazimis aegquanlur termini in eadem ver- 
ticali ad series DB pertinentes et ita porro. Si hac ratione pergendo exhaurire 
licet ommes ÜCanonis series, Canon erit simplieissimus. 


2 
“ 


Pertineant quantitates 7, 7”, ... £”’ ad Canonem propositum. quantitales 
l,.I,.... 4" autem ad alterum Canonem. Consideremus idem maximorum Irans- 
versalium systema atque in theoremate proposito electum supponitur, cui eliam 
in altero Canone respondebit maximorum transversalium systema. 


” YV) _ ı(mM) Bu a v a 
Sit 4 <1”, seriei y” maximum in altero Canone gaudebit minore 


ta 


valore quam in Canone proposilo. Perlineat series y" ad complexum €, ita 


tae 


ul inCanone proposilo maximo seriei 7" aequetur terminus alieujus seriei 7" 
. . » . . (5) i (?) y . 
ad complexum B pertinentis, fieri eliam debet /, I’. Vocando enim pro- 
..«. « . 2 (?) . (:) . 
positi Canonis terminos p, „ alterius g, , erit 
(P) (P) (P) (P) 
7 — Pı rt” I, =. / . 
. (y) (9) 2 «2 Pr I: tae ® 
unde si p =p; est maximum seriei y““, eril 
(f) (Y) , ;(P) (P) (Y) , ı(d (P) (7) (y) 
’R = Pk +1, —ö; >= 5 +1, N — j 5 N. 
T . (Y) . . a - . En (y) (P) (y a 
Unde cum sit q; maximum in 4” verticali ideoque gg, atque 4" I”, 
a (#9) (P) 
fieri debet I) <<". 
Porro in Canone proposito aequatur maximo seriei 2" terminus seriei 


ae . . » . («&) - ia 
a“ ad complexum A perlinentis, atque eodem modo demonstratur, fieri 4 <I”, 


quod absurdum est, quia secundum suppositionem factam "= 0 est atque 


40 * 
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ipsae 4. 4. ... 4 aut evanescentes aut positivae sunt. Eodem modo procedii 
reduelio ab absurdum. ad quemeunque complexum A, B, €, D,... pertineal 
series y' eui respondet in altero Canone quanlilas 1’ minor quam in pro- 
posito /'’. Unde si Canon ita constitulus est alque in VII. supponitur. pro 
nullo alio quantitates / valores induere possunt inleriores quam in proposilo: 
sive Canon propositus est simplieissimus. 

Antecedentia solulionem quoque conlinent problematis. dato Canone 
qguoennqne invenire simplicissimum.  >Supponere licet. in dato Canone unam ad 
minimum esse seriem immultatam: quae, nisi jam invenilur, oblineri potest ipsas 
/ omnes eadem quanlitate diminuendo. Ut in theoremate VH. serierum immuta- 
larıum complexum vocemus 4 alque complexus ibidem definitos BD, €. 
formemus. Haec ralione pergendo si omnes series exhauriunlur. Canon secundum 
\Il. jam ipse est simplieissimus. Ponamus aultem relinqui series non prae- 
ditas lalibus maximis quibus aequentur termini ejusdem verlicalis ad complexus 
formalos pertinentes. Tum reliquarum serierum termini (vel quantitates / ad 
eas series perlinentes) omnes eadem quantitate diminuanlur, usque dum earım 
quanlilatum / una evanescat aut earum serierum maximum aliquod eo decereverit. 
ut ei aequalis terminus in eadem verlicali ad complexus formatos pertinens 
invenialur. Quo facto novus eruitur Canon, in quo auctus est numerus serierum 
pertinenlium ad complexus regula indicata formatos. Si jam omnes series 
in complexus illos ineunt. Canon erulus erit simplieissimus. Si non. novus 
novusque Canon eadem methodo eruendus est. semperque pauciores a com- 
plexibus. qui formari possunt, relinquuntur series. unde tandem pervenietur 
ad Canonem. in quo complexus. qui formari possunt, series omnes exhauriunt. 
qui Canon est simplieissimus quaesitus. 

Exemplum. 












































Schema propositum. Uanon propositus. 
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E schemate proposito. addendo terminis serierum diversarum respective 
numeros 9. 8. 3. 1. 5. 6. OÖ aliud obtinetur schema. in quo termini inter 
omnes ejusdem verlicalis maximi in diversis seriebus horizontalibus sunt, quae 
est Canonis proprielas characteristica. 

Proponitur Canonem simplieissimum invesligare.  Constituit in dato 
Canone series VII. complexum A. De reliquarum serierum terminis detraho 
unitatem. prodit Canon derivatus 1. 

In Canone derivato I. series IV. et VII. econstituunt complexum A, series 
I. complexum B. De reliquarum terminis detraho 2, prodit Canon derivalus I. 

In Canone derivato Il. series IH., IV.. VI. constituunt complexum 4A, 
series J. et VI. complexum B: detrahendo de secunda et quinta serie unila- 
lem. prodit Canon ultimus seu simplieissimus. eui respondent ipsarum / valores 
4. 4. 0. 0, 1. 3. 0. Quos addendo terminis serierum diversarum schematis 
propositi. prodit Canon simplieissimus. Series III.,. IV.. VII. complexum A, 
series I.. Il.,. V.. VI. complexum 5 constituunt; quos complexus series omnes 


exhaurire videmus, quae est Canonis simplieissimi proprietas characteristica. 
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Sı non datur Canon aliquis. sed tantum schematis propositi termini. 
qui aggregalum maximum transversale constituunt, ad Canonem simplieissimum 
pervenilur euique seriei minimam addendo quantitalem. qua effieitur, ut datus 
ejus lerminus ad aggregalum Iransversale maximum perlinens fiat in sua ver- 
ticalı maximo aequalis. Quo negotio ad omnes series adhibito et si opus est 
repelito, tandem ad Canonem perveniri debet. qui erit simplieissimus, cum in- 
cremenla seriebus non majora addita sint. quam necessario postulatur, ut ter- 


mini dali, in sua quisque verticali, maximi fiant. 


Exemplum. 
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Üanon simplicissimus. 
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Termini asteriscis notati aggregatum transversale maximum formant, 
scilicet sumsi schema propositum e Canone praecedente, seriebus horizontalibus 
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in verticales. verticalibus in horizontales conversis: quo facto manent termini 
acoregatum transversale maximum constiluentes iidem. schema autem desinil 
esse Canon. 
Seriebus 
u, a N 
addo respective secundum dalam regulam 
8. 6, 8. 2, 7. 


prodil schema derivatum. 


Seriebus 
I... 1. 


addo respective 





6. 4. 
prodit Canon simplieissimus quaesitus. in quo series Hl... IV.. V.. VL. VII. im- 
mulatae manent alque in schemate derivato. In Canone eruto constituun! 


series VI.. VI. complexum A, series IIl.. IV.. V. complexum B, series | 





complexum €, qui complexus cum omnes series amplectantur. indiecium ob- 
Iinuimus Canonem esse simplieissimum. 

Cum dato Canone etiam innolescat schematis proposili aggregaltum 
transversale maximum. ad problema antecedentibus solutum revocari potes!t 
alterum problema, dato Canone quocunque invesligare simplicissimum. Cujus 
jeitur duplex habetur solutio. altera per subtractiones successivas, uli supra, 
altera per additiones successivas procedens, uti fit. si e dato Canone petimus 
schematis proposili aggregatum transversale maximum eoque cognito methodum 


antecedenlem applicamus. 


3. 
Solutio problematis inaequalitatum ın paragrapho praecedente tractati terminatur. 
Proposito schemate invenitur Canon. 

Restat ut demonstretur, quomodo Canon aliquis investigari possit: quippe 
quocunque invento, vidimus variis modis erui simplieissimum. Proponamus igitur 
sequens inaequalitatum problema, quod pro prineipali haberi debet. 

Problema. 


Datis nn quantitatibus h, , ubi indieibus i et k valores 1. 2....n 
conveniunt, invenire tales n quantitates minimas positivas 
a 
ut posito 
hr” u pi” 


[28 ) A “ 
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otque pro singulis k electo maximo inter terminos 


P;> Pr; My 


quod sit 
indices 


omnes inter se diverst sınt 
Solutio. 

Prima et quasi praeparatoria operalio eo consistit, ut. si in schemate 
proposilo habentur series, in quibus nulla inveniantur maxima, earum quaeque 
minima quanlilale augealur, qua fit, ul unus ejus lerminus aequalis evadal 
ma.rimo in eadem verlicali posito. Sic obtinetur novum schema, quod schema 
praeparatum Nx0oc0 et in quo quaeque series uno pluribusve maximis gaudel 
Diversarum schemalis praeparali serierum maxima omnia ad diversas  verli- 
cales perlineant non necesse est. Sed ad minimum duarum serierum maxima 
habentur, quae ad duas verlicales perlinent. in quem casum exiremum non in- 
cidimus, nisi omnia maxima in una eademque serie jacent alque insuper in 
una eademque verticali termini omnes inter se aequales sunt: quod si secus 
fit. maximorum Iransversalium numerus semper est > 2. Sin=2. prima illa 
operatione problema absolvitur. 

In schemate praeparalo quaero maximum numerum maximorum Irans- 
versalium, quorum systema ubi pluribus modis eligi potest, sufficit unum certum 
eorum systema considerare. Quo electo solutionem problematis propositi ila 
adorno. ut numerus maximorum transversalium successive augealur. usque dum 
eruatur schema svstemate completo » maximorum Iransversalium praeditum. 
qui erit Canon quaesilus. Suflieit igitur demonstrare. idoneis serierum aug- 
mentationibus numerum maximorum Iransversalium unitate augeri posse. 

Divido schema praeparatum in quatuor spa- 

ia A, 5b, C, D sieuli in figura apposita. Po- 

A | C ' namus maxima transversalia electa omnia esse in 

'  spatio A, ita ut series, in quibus maxima illa sunt. 

IT) Oeeupent spatia A et Ü; verlicales autem, ad quas 

| perlinent, spatia A et B. Series spalia A el Ü 
oceupantes voco superiores, spalia BD et D occu- 


b D 


pantes inferiores. Porro verticales spatia A el 


b oceupantes voco laevas, spatia Ü et D oceu- 
pantes dextras. Jam in spatio D nullum invenitur 
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maximum. Alioquin enim numerus maximorum transversalium augerelur, contra 
hypothesin maximum numerum maximorum transversalium eleetum esse. Unde 
verlicales dextrae sua habent maxima in Ü: termini aulem serierum inferiorum 
in suis verlicalibus maximi erunt in BD, et eorum quisque aequalur maximo 
in eadem verlicali in A posito. quum in spalio A sin maxima omnium verli- 
calium laevarum, aeque ac serierum omnium superiorum. 

His posilis series omnes in tres Classes distribuo. quae sie eruuntur. 

Kligo eas serierum superiorum. quae praeter maxima in A alio vel 
aliis in C posilis gaudent. cujusmodi serierum una saltem exstat. Ponamus 
alicuius illarum serierum maximo in A posito aequari alium terminum in ea- 
dem verticali; quaeratur maximum in eadem serie cum hoc termino positum. 
et si huie rursus aequalur alius terminus in eadem verlicali, rursus quaeralur 
maximum cum hoc termino in eadem serie positum el sie porro. Omnes series. 
ad quas hac ralione perveniri polest junclae seriebus a quibus profieiscendum 
erat. conslituunt Classem Primam. 

Dico inter series Primae Classis nullam inveniri seriem inferiorem, neque 
igitur ullam seriem superiorem, a qua per melhodum indicatam ad seriem 
inferiorem perveniri liceat. Secilicet profieiscendo a serie quae praeler maxi- 
mum in A alio in © gaudet, consideremus systema maximorum in A positorum. 
ad quae methodo indicata pervenialur; quorum ultimo, si fieri potest, aequelur 
terminus ejusdem verticalis in B positus. Maxima illa in A posita omnia se- 
cundum suppositionem sunt transversalia. quorum in locum aliud obtinebitur 
systema maximorum transversalium. si cuique substituitur ejusdem verlicalis 
terminus aequalis. Qua in re ullimo maximo substituitur terminus in 5 positus. 
prima autem series, a qua profecti sumus, non amplius adhibetur. Unde novo 
maximorum systemali jungendo hujus seriei maximum in C posilum, numerus 
maximorum transversalium unilate augelur, id quod contradieit suppositioni 
maximum numerum maximorum transversalium electum fuisse. Seilicet seriebus 
superioribus accederet inferior. in qua est terminus ultimo maximo aequalis. 
verlicalibus autem laevis accederet dextra, in qua esi maximum aliquod seriei 
a qua profecti sumus. 

Ad Classem Secundam pertinent series superiores, quae non ad Primam 
Classem pertinent et a quibus nec ipsis methodo indicata ad seriem inferiorem 


transitus datur. Fieri potest ut haec Classis omnino non existat. 
Ad Classem Tertiam; denique pertinent series inferiores omnes eaeque 
superiores a quibus methodo tradita ad series inferiores transitus datur. Unde 
Journal für Mathematik Bd. LXIV. Heft 4. 41 
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si terminus seriei inferioris aegualur mazximo seriet supertoris in eadem verti- 
cali — quod semper fit — ea series superior ad Classem Tertiam pertinebit. 
Tertia elassis, nisi schema jam ipse Canon est. duabus saltem seriebus. una 
inferiore, una superiore conslat. 

Id quod supra de Classe Prima demonstravi jam ita enuntio. ul dieam. 
inter series superiores Tertiae Classis nullam inveniri seriem, quae maximo in 
C posito gaudeat. Qua propositionis forma poslea ular. 

Observaliones hac occasione faclae simul praebent methodum exhibendi 
maximum numerum maximorum transversalium in schemate praeparalo. Etenin 
posiio maximorum Iransversalium sysiemale quod primum se ollert. ipsa classi- 
licatio serierum indicat si eorum numerus augeri polesl. 

Facla classilicalione anlecedentlibus praesceripta. fota Classis Tertia eaden 
geantılate augealur, eaque minima, qua effieitur, ut unus serierum ejus Classis 
terminus aequalis evadat termino mazximo alicu ejusdem verticalis ad serien 
Seeundae aut Primae Classis perlinenti. 

Vuod si ad Primam Classem perlinel maximum. numerus maximorum 
Iransversalium augeri potest. Dabitur enim series superior. quae praeleı 
maximum in 4 alio in Ü gaudel. el a qua via indicala ad seriem aliquam in- 
[feriorem transilus dalur. Quae series adjieienda est serierum superiorum nu- 
mero. dum verlicalium laevarum numerus ea augendus est verlicali dextra. in 
qua maximum ilnd in € positum invenitur. Si jacet in D terminus ille serie: 
Tertiae Classis maximo seriei Primae Classis aequalis. maxima transversalis 
immutala manent. eo tantum accedenle lermino. Si vero lerminus ille jace! 
in 5, omnia mulanda erunt maxima formantia catenam illam. qua ad serien 
inferiorem descendebatur a serie praeditla maximo in € posito. Seilicet euiqu 
ıllorum maximorum transversalium subslituendus est terminus ejusdem verti- 
calis ei aequalis,. ultimo igitur terminus ille in BD, novis maximis transversalibu: 
sic erulis accedente insuper maximo primae seriei in Ü posito, sieuli ad Primanı 
UClassem adnotavi. 

Si maximum. eui aequalur terminus Tertiae Classis, in serie Secundae 
Classis est. nihil mulalur nisi quod haec series ad Tertiam Classem trans- 
migrat simulque reliquae omnes Secundae Classis, a quibus per catenam indicatam 
ad illam seriem transitus datur. Repetitla operalione rursus aut augebitur nu- 
merus maximorum transversalium, aut certle numerus serierum Secundae Classi: 
minuitnr. unde landem, nisi anlea numerus maximorum Iransversalium auctus 
est. ad schema pervenimus seriebus Secundae Classis destitutum. quippe qua 
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omnes ad Tertiam Ciassem transmigraverunt. Tum aulem operalione prae- 
seripla cerlo obtinemus maximorum transversalium auemenlalionem. Ouam si 
asseceuli sumus. pro varlis casibus,. qui loeum habere possunl ei quos enumerare 
Iongum essel, nova facienda est maximorum Iransversalium distribulio in res 
Classes assignatas, quo facto eadem repelenda erit operalio. usque dum ad 
Canonem pervenimus. in quo. series inleriores omnes ad superiores. verlicales 
dextrae ad laevas transmigraverunl. 

A per methodum antecedentibus traditam non solum Canonem sed 
Janonem simplieissimum eruimus.  Quod ul paleal. demonstrabo quantilales. 
quibus augenlur series. esse minimas quae poscuntur, ul omnino Canon prodeat, 
Ac primum, quod operalionem praeparaloriam atlinel,. observo. Canonis lerminos 
ierminis respondentibus dati schemalis aut superiores esse aut iis aequales. 
cum e dato schemale propositum sit Canonem eruere addendo singulis serie- 
bus tantum quantilales positivas aut evanescenles. Unde in quaque Canonis 
verlicali maximum aul superat aul aequat maximum in eadem verlicali dati 
schematis. In Canone autem invenitur in quaque serie maximum, ideoque 
ierminus aliquis. qui maximum in eadem verlicali dati schemalis aut superal 
aut aequat. unde quamque dati schemalis seriem maximo deslitulam tali augere 
debemus quanlilate, ul unus ejus terminus maximum ejusdem verlicalis supere! 
aut aequet. Quodsi igitur quanlitates notamus. quibus singuli seriei lermini 
dillerunt a maximis in eadem verlicali. quantlitlas qua series augenda est non 
minor esse debet quam illarum quantitatum minima. Unde quamque seriem 
maximo destitutam augendo quantitate minima, qua unus ejus lerminus aequalis 
eflieitur maximo ejusdem verticalis. cerle series illas non majoribus auximus 
quantitatibus quam ad Canonem formandum Nlagilalur. 

Posi praeparationem factam si jam ipse Canon prodit, certo ille est 
simplieissimus; vidimus enim schematis proposili seriebus minimas quantilates 
positivas additas esse, quibus fieri possit. ul omnino Canon prodeat. Si vero 
nondum Canon prodiit. procedendum erat ad serierum distribulionem in tres 
Ulasses assignalas. Jam demonstrabo ad Canonem eruendum fieri non posse 
ut aligua serierum Tertiae Classis immutata maneat. 

In demonstratione vocabo S schema praeparatum, X Canonem erutum. 
Semper suppono, quod jam ad classificationem serierum poscebatur, in S$ cer- 
tum maximorum transversalium systema in spatio A ante oculos haberi, ita ut. 
si plura ejusmodi dantur systemata in spatio A, unum aliquod ex iis eligendum 


41 * 
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sit. Similiter in W suppono, si plura maximorum transversalium syslemala 
danlur, unum certum eligi. 

Consideremus in S cunetas series superiores Terliae Classis immutatas. 
si quae dantur. sive eas. quibus nulla quantilas additur Canone K formando 
seu quae in S et K eaedem sunt. Vocemus harum serierum complexum H 
earumque consideremus maxima Iransversalia in S et K elecla. Dico horum 
maximorum systema in S atque K in üsdem verticalibus fore. Sit enim MH 
unum horum maximorum in ÄK, in serie immutala positum: eui respondet in 
N terminus aequalis ejusdem seriei et ipse in sua verlicali maximus. Nam 
cum a S ad A per additiones posilivas pervenialur, cujusque verlicalis termini 
in S inferiores aut aequales sunt respondenlibus in K: unde si eorum 
maximo in A aequalur ejusdem verlicalis terminus in S, is a forliori inteı 
ejusdem verticalis lerminis in S maximus esse debet. Terminus M exstare 
debet in spatio 4, cum series superior Tertiae Classis secundum proprielates 
Classium stabilitas non habeal terminos in sua verlicali maximos in C positos 
Vocemus } eomplexum vertiealium in quibus sunt serierum #H maxima in S. 
alque ponamus verlicalem, in qua sit M, non perlinere ad verlicales I. Ex- 
stabit in S in illa verticali maximum N = M ad maxima transversalia in spatio 
| elecla perlinens, quare maximum N in serie erit positum, quae non per- 
tinel ad series #/. Nam ipsarum /] maxima lransversalia electa in verticalibus 
} jacent. ipsum N autem in verlicali supponilur, quae ad verlicales P non 
perlinel. Haee nova series el ipsa superior esse debet ad Tertiam Classem 
perlinens: nam maximum \ in spatio „I jacel. el e definitione Classium tradita 
sequitur, si in eadem verlicali sumunlur omnes lermini maximi inter se 
aequales. series. in quibus positi sint. ad eandem Classem pertinere. Jam si 
ad Canonem A formandum illi seriei quanlilas non evanescens addenda esset. 
terminus ipsi in A respondens evaderel major ipso N ideoque eliam major 
Iermino HM in eadem verlieali posito. quod fieri non potest, cum sit JM] in sua 
verlicali maximum. Unde series illa ipsa immulata esse debet. quod tamen 
absurdum est, quia suppositum est series HI eunelas esse series Tertiae Classis 
immulatas. Unde ipsum M necessario in una verticalium V jacel: quod cum 
de quoque maximorum MH valeat, sequitur, systema maximorum Iransversalium 
serierum #4 in A electorum in iisdem verticalibus esse atque syslema maxi- 
morum transversalium earundem serierum H in S electorum. q. d. e. 

Si sumuntur in S termini respondentes et aequales maximis serierum 


H in K, formabunt illi in S alterum svstema terminorum maximorum trans- 
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versalium. qui cum maximis serierum H in iisdem seriebus horizontalibus e! 
verlicalibus sunt. Id quod fieri non polest. nisi utriusque systemalis termini in 
eadem verticali posili inter se aequales sunt. Unde eruitur hoc Corollarium : 
si in 5 in serie superiore Tertiae Classis immutata sumatur maximum, in eadem 
rerticali haberi in K seriei alicujus superioris ejusdem classis maximum illi 
aequale. Maxima autem in S ut in K semper suppono e systemate electo 
maximorum transversalium sumi. 

Ceterum eadem ralione demonstralur propositio antecedens. si H de- 
sienat complexum serierum Secundae Classis immutatarum:; immo pro iis lantum 
propositio vi aliqua et significalione gaudet. Etenim Terliae Classis omnino 
non existunt series immutalae. 

Primum patet. non dari series inferiores immultatas. Si enim ex- 
stal series inferior immutata, sit M ejus maximum in K e svstemate maximorum 
transversalium electorum; idem terminus in S erit maximus inter omnes ejus- 
dem verticalis ideoque aequivalet maximo seriei alicujus superioris Tertiae 
Classis in eadem verticali posito et ad maxima lransversalia pertinenti *). At 
seeundum Corollarium antecedens in eadem verticali esse debet in K seriei 
alicujus superioris maximum ad maxima Iransversalia perlinens. unde in A 
haberentur duo maxima transversalia in eadem verlicali. alterum in serie 
superiore. alterum M in inferiore. id quod maximorum transversalium notioni 
contrarium est. 

Demonstrabo jam. sö series Tertiae Classis superior exstet immutata. 
etiam haberi inferiorem immutatam, quod cum fieri non possit. probatum erit. 
neque superiorem neque inleriorem seriem Terliae Classis dari immutatam. 

Ponamus dari seriem superiorem Terliae Classis immutaltam, quam per 
s designo. Secundum delinitionem Tertiae Classis si s est series superioı 
Tertiae Classis. dabuntur series s, $ı. 5» . . . $„_, tales,. ul earum maxima 
HM, M,...M 


Äh ı,» quae e svstemale maximorum transversalium eleclo 
sumenda sunt. habeant quodque in eadem verlicali terminum aequalem \, in 


serie subsequente, ultimo vero M,„_, aequelur in eadem verlicali terminus \,,_, 
seriei inferioris, ut igitur bini N, et M,,, sint in eadem serie. bini inter se 
aequales M, et N, in eadem verticali. Jam si series superior Terliae Classis 
s est immutala,. secundum Corollarium antecedens dabitur in K maximum ipsi 
M aequale et in eadem verticali positum; unde ad Canonem formandum non 


& 


“) Vide supra Tertiae Ulassis definitionem p. 313. 
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wgeri poleriit series s,. alioquin enim augerelur lerminus N ipsoque maximo # 
ın eadem verlicali posito major evaderel. Unde series s, el ipsa immutata 
'sse debet, similiterque probatur. omnes quoque $,. 53. . . . $,_ı Nee non serien 
inferiorem s, immulatam fore. quod fieri non posse vidimus. 

Cum ad Canonem formandum nulla series Tertiae Classis immulata 
nanere possit,. sit f minima quantilatum quibus illae series augeri debent. il: 
it .omnibus quanlilate / auclis in novo schemale certe una earum exslei. qua: 
(d Canonem formandum non amplius augenda sit. sed immutata maneat. Si 
; quantitas minima qua ipsius S series Terliae Classis augentur. ut unus earun 
ierminus aequelur ejusdem verticalis maximo in serie Secundae aut Prima 
"lassis posilo. Si f<Ty alque omnes series Tertiae Classis quantitate / 
augenltur. in novo schemate videmus distributionem serierum in Classes noı 
iterari. sed quamque ad eandem pertinere Classem atque in $S. Unde noı 
‚oterit heri f<_g: alioquin enim haberetur schema. in quo darelur series ali- 
qua Tertiae Classis immutala. quod fieri non potest. Hine videmus. quantitaten 
minimam qua series Terliae Classis augendae sint. ul unus earum terminus 
aequetur ejusdem verticalis maximo in serie Primae aut Secundae Classis po- 
sito,. aequalem aui inferiorem esse quanlilale minima earum, quibus serie: 
"ertiae Classis ad Canonem formandum augeri debent. Unde sequitur regula 
'radita nunquam majores adhiberi addiliones. quam ad Canonem quemcunque 
Yormandum necessarium sit. ideoque Canonem regula nostra erulum fieri sim- 
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»1 14 | 10 | 27 | 31 | 20 | 40? » | 14 , 10 | 27 | 31 | 20 | 40* 
Schema derivatum III. Canon sımplieissimus 
22 IS 17 1» 17 15 22 f 29° >] A) IS AR IS 2. 
slı®lıslıs lo ıs/1sf.ı DEEPIWD)EE)EETEE) BET 
——— | — DUUER, MFEE RAID, SCHE Bu 
16 | 19 !23*| 22 | 17 | 14 | 16 16 | 19 123*] 22 | 17 | 14 | ıe 
] 12 | 18 | 27 13 14 | 24 2] 12 18 !27 | 14 N 
32119 | 19 | 24 | 28 | 13 | 28 25 | 22 | 22 | 27 |31 Ib 
10 ı 18 | 23 1 21 9 1 33°] 21 I0 ı 18 | 25 | 21 19 123 2 
| — 
14 | 10,27 | 31.20 |40 | 14 | 10 | 27) 31 | 20 14 





In schemalte proposilo Ires primae series el quinta terminis maximis 
carent. Quibus seriebus respective additi sunt numeri minimi 8. 6. 7. I. 
quibus fieri potuit,. ul unus earum lerminus evaderet maximus. In schemate 
sic praeparalo in quaque verticali lerminos maximos omnes sublineavi. insupeı 
maxima transversalia electa stellavi (asterisco nolavi). Deinde juxta seripto 
denotavi series Tertiae Classis. quae sie inveniuntur. Primum enim ad eas 
pertinent omnes series «, quae carent termino stellato,. quas supra inferiore: 
appellavi: deinde series >, quae terminum stellatum habent in eadem verticali. 
in qua et aliquis serierum «& terminus sublineatur: series 5 si praeter terminos 
stellatos alios habent sublineatos. in iisdem verticalibus quaerunlur novi termin! 


stellali qui ad series 7 perlinent,. et ita porro: omnes series «, 9, y ce 


facillime inventae formabunt Tertiam Classem. Patet autem ad reeulam ex- 


sequendam tantum postulari ut series Tertiae Classis cognoscantur neque dis- 
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tributione in Primam et Secundam Classem opus esse. Regula enim nihil 
poseit nisi ul series Tertiae Classis omnes simul quantitate minima augeantur. 
qua fil. ut earum terminus unus aequetur reliquarum serierum termino maximo 
alicui stellato in eadem verticali posito. Totum igitur negotium consistit in 
hac augmentatione serierum, electione maximorum transversalium alque dis- 
tributione serierum Tertiae Classis post quamque augmentationem denuo efli- 
cienda. Id quod continuandum est, usque dum series Tertiae Classis non am- 
plius inveniuntur. quo casu ad Canonem simplieissimum pervenimus. 
Schematis tolius post quamque mutationem denuo seribendi negotiun 
variis artificiis expediri potest. Seilicet ut a schemate aliquo ad proximunm 
Iranseamus non opus est. ut alios terminos ante oculos habeamus quam qui in 
quaque verticali maximi sunt et maximis proxime inferiores. unde hos scribere 
sufficit. Porro cum serierum ordo non respiciendus sit. suflieit series lantum 
augendas delere et aucias infra reliquas scribere quae non mutantur. Sed 
haec et alia, quae commode in magna numerorum mole adhibentur. melivs 


cujusque genio relinquuntur 
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Zur Theorie der einwerthigen Potentiale. 
(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 


Die Eigenschaften der Potentiale von Massen. welche körperliche 
jäume oder Oberflächen stetig erfüllen. sind seit den Untersuchuneen von 
(sauss und Green und den Entdeckungen Dirichlets so vollständig festgestellt. 
dass eine auf diese speciellen Funclionen beschränkte Untersuchung fast aus- 
schliesslich auf die Reproduelion bekannter Resultate angewiesen sein würde. 

Die eben bezeichneten Potentiale sind aber weder die einzigen. welche 
in der Lehre von den nach dem Newtonschen Gesetze wirkenden Anziehunes- 
kräften in Betracht zu ziehen sind. noch von ausschliesslicher Bedeutung für 
die Anwendungen. Vielmehr müssen zu ihnen. wie aus der Theorie des 
Magnetismus und der linearen elektrischen Ströme bekannt ist. noch andere 
refügt werden. bei denen die Anziehung von einzelnen Punkten oder den 
kleinsten Theilen einer Linie aus wirkt. und von denen namentlich die auf 
den letzten Fall bezüglichen. in hinlänglicher Allgemeinheit aufgefasst. jenen an 
Wichtiekeit kaum nachstehen dürften. 

Man erkennt indessen sehr leicht, wenn man nur den Unterschied 
zwischen dem Potential eines schweren Massenpunktes und demjenigen eines 
magnetischen Elementes beachtet, dass die Eintheilung der Potentiale nach fin- 
sirten Massenvertheilungen keinen Ueberblick über den Umfang dieser Functio- 
nengattung gewähren kann. ganz abgesehen von den Schwieriekeiten. welche 
sich darbieten, wenn man die charakteristischen Eigenschaften solcher Potentiale 
an ihren. durch die vorausgesetzte Massenvertheilung bedingten Ausdrücken 
selbst aufsucht. 

Um diese Fragen zu erledigen, bin ich daher in der folgenden Arbeil 
nicht von gegebenen Ausdrücken der einzelnen Potentiale ausgegangen. sondern 
von einer Definition derselben. durch welche die allen einwerthigen Potentialen 
ausserhalb ihrer Unsteligkeitsstellen gemeinsamen Eigenschaften (art. I.) und 
Ihre ausnahmslose Darstellbarkeit durch convergente Rechnungsoperationen 
(art. VI.) zu Merkmalen der ganzen Gattung gemacht werden. Von diesem 
Standpunkte aus besteht das Ziel der Untersuchung darin, die ganze Functionen- 


gattung nach Massgabe der mit den genannten Bedingungen verträglichen Un- 
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steliokeiten in ihre eharakteristischen Unterabtheiluneen zu zerfällen. und di: 


n 
1: | 


analviischen Formen zu entwickeln. durch welche die Funetionen jeder Ab- 





heilune dareestellt werden. 


Es kann als ein Vortheil dieser behandlunesweise bezeichnet werden. 


’otenitalen die wesentlichen Eieenschaften 


derselben ihrem vollen Umfanee nach hervorlreten lässt. In der That finde 


i 


dass sie bei jeder Galtung von | 
sich unter den bekannten Sätzen über die Potentiale von Körperwmassen un 
Flächenschichten (art. V.e.. IX.m.. All.q.). auf welche die folgende Unter- 
sıchune ihrer Natur nach ebenfalls führen niusste. keiner. der nicht von Be- 
ehränkuneen befreit worden ist. die sich zwar beim direelen Nachweis 
ieser Sätze an den Ausdrücken jener Potentisle durch doppelte und drei- 
Yache Inleerale nieht vermeiden lassen. aber nur aus den hierbei verfüsbareı 
Hülfsmilteln enispringen. 

Die Gleiehuneen Hl. 0.) und IV. 3.) sind sehon mehrfach auf- 
estellt. aber noch nicht zu den Folserungen benutzt worden. die hier au: 
ihnen eezoeen werden. wozu allerdines in den schwierieern Fällen die Hülls- 
sätze d. und e. des art. V1l. erforderlich sind. Mit Rücksicht auf die Wichtie- 
keit dieser und ähnlicher Formeln durfte eine vollständige Besründune deı 
erstern nicht übereaneen werden. Um in den art. V1l.. XI... XI. den Gans 
der Untersuchune nieht! unterbrechen zu müssen. habe ich den Beweis einige: 


er Hülfssätze an den Schluss der Abhandlune in besondere Not 


. i lv 
dom VEeNULZ 


yerie 


\Wir bezeichnen dureh x. vd. ı die reehtwinkliven Coordinaten eine: 
Punkies e im unbeerenzten Raume M. und durch »° den in ihm staltimdende:ı 


Werth einer gegebenen einwerlhieen Function. welche. mit Ausnahme von 
isolirten Punkten. Linien und Flächen. nirgendwo unbestimmt oder unstelig 
ist. und nur in isolirten Punkten a unendlich wird. In der Nähe der letzter: 
heschränken wir das Anwachsen von o' durch die Bedingung. dass das Produe! 
vo 

wenn r die Entfernung von o bis y bedeutet. bei jeder Richtung von x mit 

zugleich verschwindet. sobald für # ein passender. von I verschiedener po- 
sitiver echter Bruch eeselzt wird. Endlich setzen wir. weniestens vorläufig 
fest. dass o ausserhalb eines gegebenen Raumes WW. der keine unendlich 


weit vom Coordinatenanfange entfernten Punkte enthält. eleich Null sein sol! 
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Unter diesen \orausselzuneen untersuchen w 
welche den foleenden Bedinseuneen »enüeen: 
reoebener Punkte p. Linien | 


mit Ausnahme o 


| 
eNnü- 


”. Im oeanzen Raume N. 

1 y .. * (ad M.08 * f y . . P} . 
und Flächen f. sind v und seine ersien Derivirlen einwertlie 
lich und stelie. 

Ausserhalb der in ®2U bezeichneten Stellen besteht zwischen den 
zweiten Derivirten von v die Gleichuneo 
{ ar { ( en 
u ä ’ 
3 = > 1 > 1.10, 

oO} oy O3 

von v oder v selbst an eineı 


5 Den Fall. wo eine ersie Derivirie 
Fläche entlane unendlich oder unbestimmt wird. schliessen wir aus 
späleren 


Nähere Bestimmuneen über die Zahl und Beschaffenheit der Ausnahme- 
t und das Verhalten von v an denselben bleiben der 


stellen v. 1. 
Intersuchune vorbehalten. 


Durch eonforme Umbildune des Raumes WR ist man zunächst im Stande. 
v auf eine andere Function ® von derselben Art zurückzuführen. 
dass sie einer weitern 


jede Function ı 
die an so enee oezoeene Bedinsunsen eebunden is! 


Behandlung zueänelich wird. 
Neben dem unbeerenzten Raume 
„ denke man sich einen zweiten. ihm „ r 
ın den kleinsten Theilen ähnlichen Raum y ZT E 
R, und in demselben drei rechtwinklige | i 
Axen: die Coordinaten eines R ange- 5 6 " Pau: 
höriveen Punktes o in Bezus auf diese YA 
Es seien 5 |, 
V, 
pP’ 


Axen sollen .r, y, z heissen. 
ierner p und p’ zwei in X und R nach 
Punkte. deren 


Belieben aneenommene 
Coordinaten, jedesmal mit Bezug auf die dem betreffenden Raume angehörigen 
Bezeichnet man nun die Entfernunsen vv 


Axen. I, m. n und /, m, n sind. 

und op’ durch 8 und s, so wird nach einem Satze des Herrn Liourille ®) die 

\Weren des Ueberganges von v und ge’! zu vr 
htige Abhandlung des 


“) Journ. de M. Liouville, XV. | 
und 0 und der sich hieran knüpfenden Relationen vergl. die wie! 
Herrn Liouville im nämlichen Journal XII. 286 — 28. 

42 * 
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verlangte Beziehung zwischen den entsprechenden Punkten cv und o beider 
Räume auf die allgemeinste Weise durch die Gleichungen 


i dl " 4 d N 2 r m 
1.) go! © 2-1). y-m=(Z-)y-m). 3-n=(—)@-n 
Ss / . ze 


S 


oder die aus ihnen folgenden 


[A| 


il z—I v—ı y-ım —ı 
Ad . - r PPEERST I ar - " . e 


% 
n 


n 


751 
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dargestellt. vorausgeselzt. dass die Aehnlichkeit entsprechender Figuren bei 
beliebiger Grösse derselben und imaginäre Beziehungen ausgeschlossen werden. 

Die leizien Gleichungen lassen die geometrische Beziehung zwischen 
den entsprechenden Punkten beider Räume unmittelbar erkennen. wenn man 
einen dieser Räume solange verschiebt und dreht. bis die Punkte p’ und p 
und die Richtungen der wachsenden Coordinaten zusammenfallen,. wobei der 
Fall, dass dies letztere nicht angeht. ausser Acht gelassen werden kann. In 
der That geht dann die Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte vo. o 
stets durch den Punkt (p, p)). und ihre von diesem Punkte ausgehenden 
Radienvecloren 8. s werden zu einander umgekehrt proportional. 

Nennt man » und p’ die Mittelpunkte der beiden Räume W und R. 
so folgt aus der Gleichung 8s = a‘, dass im Mittelpunkte des einen Raumes 
die unendlich entfernten Theile des andern abgebildet sind. Ausserhalb y 
sind x, 4. z einwerlhige. endliche und stetige Funclionen von rt. dv. 3. und 
umgekehrt letztere ausserhalb p’ in gleicher Weise mit jenen verbunden. 
Folglich gehört ausserhalb der Mittelpunkte zu jedem Punkte des einen Raumes 
ein einziger, ihn abbildender Punkt im andern Raume; wenn die Entfernung 
eines Punktes vom zugehörigen Mittelpunte messbar. d. i. weder unendlich 
gross, noch unendlich klein ist. so gilt dasselbe von seiner Abbildung im 
andern Raume: endlich werden zusammenhängende Oerter in der Abbildung 
nicht getrennt, unterbrochene nicht zusammengefügt. 

(rleichzeitig mit dieser Umbildung von R führe ich zwei auf A bezogene 
Funetionen e und o ein (vergl. die oben erwähnte Abhandlung von Lioueille). 
welche die conformen Umbildungen von v und o’ heissen mögen. und mit 
Rücksicht auf die in (1.) festgestellte Beziehung zwischen den Variabeln r. v. ; 
und .r, 4, z durch die Gleichungen 

2. eo — = v 0 = £3 0, 


a a’/ 
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oder die folgenden 


hestimmi sind. 

Dies festgestellt. gehen wir dazu über. die im vorigen arl. für o und 
» gestellten Bedingungen auf o und vr zu übertragen. und wählen zu diesem 
Zwecke den Mittelpunkt p von W ausserhalb W und sämmtlicher Ausnahme- 
stellen ». I; fr. 

Dann kann die Abbildung A’ von W. in welcher allein o von Null 
verschieden ist. weder den Mittelpunkt p' von A enthalten, noch bis ins Un- 
endliche reichen. ersteres. weil W nicht bis ins Unendliche reicht. letzteres. 
weil 29° nicht im Innern von W liegt. Da hiernach o = (—) o im Punkte 
p‘, ungeachtet des dort ins Unendliche wachsenden Factors & gleich Null bleibt. 


so kann es nur mit 0 zugleich unbestimmt. unstelig oder unendlich werden. 


( 
ersteres also nur in isolirten Punkten. Linien und Flächen. letzteres nur in 
solehen Punkten g, welche den Punkten g von W entsprechen. 

Ist r die Entfernung von q bis o, und bedeuten &,. s, die Abstände 
der Punkte 9. g von den zugehörigen NMittelpunkten. so folgt aus der. durch 


die Gleichungen (1.) und die Proporlion 8:s, = 8,:s leicht zu beweisenden 


a 


Aehnlichkeit der Dreiecke pog. p go, r = ——t. also 
88, 
l A) a % j ! 
= Aue. 
Na’ \88 a 


Lässt man vo mit g. also auch o mit yg zusammenfallen. so verschwindet auf 
der rechten Seite der Factor r’o’ nach art... der andere Factor wird 
er ) ' ) F a a 
(4) „ also nicht unendlich gross. Folglich verschwindet r’o unabhängig 
von ger Richtung von r, sobald o mit g zusammenfällt. Die für o eintrelen- 
den Bedingungen sind also von derselben Art. wie die in art. 1. für 0 ge- 

stellten. 

Anders verhält es sich mit ©: die über die Lage von p gelroffene 
Bestimmung führt eine wesentliche Beschränkung in der Lage der Ausnahme- 
stellen von ® und eine Zerlegung von U. in zwei Bedingungen herbei. von 
denen die eine sich auf das Innere von R, die andere sich auf die unendlich 


entfernten Theile dieses Raumes bezieht. 
Da die Ausnahmestellen p, [, f von v ausserhalb y’ liegen. so liegen 
ihre Abbildungen p, /, f sämmtlich in einem endlichen Bereiche von p'. der- 
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rl. dass man sie mit p in eine Fläche S$ einschliessen kann, die keine un- 


endlich weit von einander und von dem willkürlieh zu wählenden Coordinalen- 





ix 


anfange enlfernten Punkte enthält. In p. /, f verlieren » und seine erste 
vr 1]1* 


i z : fi} Es En Bin . 9 “= a ‚ f?, 5 s . M . 5 R I * ä I i 
Derivirten der Definition gemäss die Eigenschaft. zugleich einwerthie. endlich 


) 


a . 1 ‚ . 
| lıa 71 ‚In * le { 
ind stelle Zu SCHN: lap»>ul 


/be eilt im Allgemeinen auch noch vom Punkte » 
aber von keinem andern Punkte des Raumes AR. 

In der That liefert jeder im Unendlichen liegende Punkt p9 des Raume 
einen mil > zusammenfallenden Punkt p: jeder Linie Ü und jeder Fläch 
die in I bis ins Unendliehe reicht, entspricht eine Linie / und eine Fläch: 

f. die sich in p’ schliesst. Enthält I keine Ausnahmestelle von v im Unend- 
lichen. so wird p° gleichwohl eine Ausnahmestelle von » werden. sobald 
mil & zugleich über alle Grenzen wächst. 

Bezeichnet man durch @, 5, y die Cosinus der Winkel. welche di 

Richtung von p nach o mit den Axen der x, y, z bildet. so wird z. B 


4; 


und man erhält aus 1.) und (2. 


en af ov (, © ar ov\ 
w. | . Ar 
({ wi or - Zu - oa = UL & a ee 1. 
CX OX g L oY \ Or * oh? 
ana  o& , Od Od . Ä 
\ennt man daher die festen Werthe. welehe @« —. « ——-. a ——- in v er- 
Or 2) O3 


angen. P} Q und R, und lässt nun o in der durch «, 5, y bestimmten Rich- 


une ins Unendliche rücken. wobei dann schliesslich o mit 9’ zusammenfällt. 


’ ‚, O8 ’ ; 
so folgt der Satz. dass s segen die feste Grenze P—R2ae(aP-+-HO-+yH 
Ben 
h . , 08 ‚ost 
eonvereirt. Aechnliches eilt von ® —— und s— 
. ey f 1) 
| R ‚OS z ' Br , . 
Da aber hiernach s'- - bei unbeerenzter Zunahme von s nicht übe: 
OL . 
. r OST” . ID . } } | 
alle Grenzen wächst. so muss s—— = s —— -+ sro an der Grenze verschwinden 


2 = 
Bezeichnet man daher durch M den festen Werth, den av—=sr in p erlangl. 
so folet unter derselben Vorausselzung. wie vorhin. lims» =M, lims’ 7 — Me: 
und man sicht leicht. dass man hier s durch die Entfernung r zwischen o und 
einem beliebigen. in endlicher Entfernung von p’ liegenden Punkte O ersetzen 
kann. weil der Quotient — im Unendlichen = 1 wird. Folglich haben wir 
den Salz: 

Sind @, 5, y die Cosinus der Winkel, welche die Richtung von einen 


(esten Punkte O nach o mit den Axen bildet. und ist r die Entfernung 








ww 
iv 
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beider Punkte. so eelten für die von O unendlieh weit entfernten Punkt: 


o des Raumes die asyvmplolischen Ausdrücke: 


13 n /; 


| = 


„ ov IE ol) 


" ih “ f 2 ) . . 
r OX oy m 02 


>| I 


Wir zielen endlich aus dem Vorstehenden noch die für unsere spälern 
‚ ’ ö ov ou” ot . 
/wecke ausreichende Foleerune. dass e. r —. r und v im Unend- 
or oO Oz 
iehen verschwinden. ohne vorher ihre Stetiekeit zu unterbrechen 
Senliesslich wird (vergl. die Abhandlune von Lioweille 


OY Od OYV NE OU oh op] 
Ehe: | BE 


— } 
QO' ch (7% 7 OA OU er: 
| 


‘lso. wenn man den rechts in Klammern stehenden Ausdruck wie üblich dureh 


/v bezeichnei. ‚Sr -44(< ) 0 = -—4nv. 
Die Funetionen » genügen daher den folgenden Bedingungen 
I. r und seine ersten Derivirlen sind. mit Ausnahme »ewisser Stellen 
im eanzen Raume A einwerthie. endlich und stetig 
B. Ausserhalb derselben Sieilen besteht zwischen den zweiten Derivirter 


von ® die Gleiechune 
Ir 4.10. 


‘. Eine Ausnahme von diesen Bedineungen wird nur in bestimmten 


Punkten p, Linien / und Flächen f gestaltet. Diese Ausnahmestellen 
sind so im Raume verlheilt. dass man sie in eine Fläche 5 ein- 


Coordinatenan- 


schliessen kann. welche keine unendlich weit vom { 
fange entfernten Punkte enthält. 

Den Fall. wo e oder eine erste Derivirte von r an eine: 
Fläche entlang unendlich oder unbestimmt wird. schliessen wir aus 
D. Ist r die Entfernung von o bis zu irgend einem festen Punkte ©, 

so eonvereiren 
or or or 
v, a: e: dr 
ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen Null. wenn o. ohne S zu über- 
schreiten. in beliebiger Richtung ins Unendliche rück! 


FE. Die für & gültigen Bedingungen sind die nämlichen. wie die in art. | 


für 0° gestellten. 
Folglich ist @ eine Funelion derselben Art. wie v. jedoch von spe- 
da alle Ausnahmestellen ins Endliche gerückt sind. und 


c 


ciellem Charakter. 
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für die unendlich entfernten Theile des Raumes die Dirichletsche Bedingung 


D. eingetrelen ist. Wir haben daher den Satz. dass jede Function v sich aus 





einer solchen speeiellen Funelion v» durch conforme Umbildung des Raumes 
ft? und der Funelionen » und o ergiebt. 

Die Funetionen » unterscheiden sich von einander 1) durch die Zahl 
und Beschaffenheit ihrer Ausnahmestellen und 2) durch die Gesetze. nach 
denen sie und ihre ersten Derivirten dort anwachsen oder unstelig werden. 
Was den ersten Punkt betriffi. so werden wir im Folgenden stets die Grenz- 
fälle ausschliessen. wo die Anzahl der Punkte p, die Länge einer Linie / oder 
der Inhalt einer Fläche f unendlich gross ist. Diese Beschränkung der Auf- 
vabe ist keine wesentliche. und hat nur den Zweck. von der Untersuchung 
der Hauptfälle Convergenzfragen fern zu halten. welche bloss auf den Ueber- 
sing zu den Grenzfällen Bezug haben. und in jedem einzelnen Falle be- 


El 
> 


sonders zu erledigen sind (art. XHI.). 


Il. 


Wir denken uns einen zusammenhängenden Theil V des unbegrenzten 
Raumes, in dessen Innerem sich Höhlungen befinden. welche sämmtliche Aus- 
nahmestellen von » enthalten. und nennen 8 die Gesammtoberfläche dieser 
Höhlungen. 8, die äussere Oberfläche von V, so dass die vollständige Be- 
srenzung dieses Raumes durch die Flächen S und S, gebildet wird. Die 
Elemente der drei @ebiele V, S, und 5 werden wir durch ©V, €S, und 


sen die Goordi- 


Ss, ihre Coordinaten ohne Unterschied durch x, y. z. dage 


naten eines in V festgewählten Punktes O durch X, Y, Z bezeichnen. 

Um diesen Punkt O als Centrum legen wir eine Kugel K, deren Halb- 
messer ce wir so klein wählen, dass alle Punkte von A ins Innere von | 
fallen. und eine zweite Kugel K,, deren Halbmesser die Längeneinheit ist. 
Ist alsdann ©o ein Oberflächenelement von K,. und sind S, », I seine Coor- 


dinaten in Bezug auf drei durch O in gleicher Richtung mit den ursprünglichen 


gelegte Axen. so sind in Bezug auf dieselben Axen es, en, eZ die Coordi- 
naten seiner Centralprojeetion auf K, und ihr Inhalt e’©o ist das Oberflächen- 
element der letztern. 

Wir errichten endlich über ©S und 08, Normalen, die erstere nach 
I hinein. die andere aus diesem Raume hinaus. und nennen die ersten Ele- 


. r . e\ UW r 
mente dieser Normalen Op und Op,. so dass z. B. —- den Werth bedeutel. 
> op 
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de 
v 
Be 
En 


welehen die Derivirte von & nach der über CS errichteten Normale in ihrem 





Anfangspunkte auf ©S hat. 


ae a ’ .. oV 
I. AMultiplieirt man die Gleichung Ir 470 mil ‚wo r die 


Anr 


Entfernung von O bis zum Elemente ©) ist. und inteerirt über alle Elemente 


von V mit Ausschluss der in K enthaltenen. so ereiebt sich mit Hülfe der 


| 
| N r 
© ( , * . . gs 
Gleichung — fe = —I — - -.. und mit Rücksicht darauf. dass 
F OT = OT O2 
| 
| or r . f} Dre | . . ° 
der Ausdruck — —- — e —— und die beiden ähnlich eebildeten während der 
a 5 OX 


Integration einwerthig. endlich und stetig bleiben. nach dem Greenschen Salze 


{ 
' (ooV | il ov r ai | - I ot r Adi 
. r Ar q PrL P, ( p i 7. Aztı g° op op 


wo zur Linken der Accent am Inteeralzeichen bedeutet. dass das Volumen der 
Kusel AK vom Inteerationsraume ausoeschlossen ist. 
Setzt man zur Abkürzune 


1 l 
Ir 1 ı II "Fi 
7 / Ö - _ ur Nupe Rt ( 5 - ) 5 Er } " er En - ( N) ) 
Ana op " op Ir € \ OP, N op, j j 


so folet hieraus: 
1 1! © i ' (ocV i 
fi c H e);i m Fi N—(8 
An. \ OC « ji u 


In dieser Gleichung lassen wir e verschwinden. und werden beweisen. 
dass unter diesen Umständen beide Seiten seven feste Grenzen convereiren. 
und auch beim Uebergange zur Grenze e=0 nieht aufhören. einander »leich 


zu sein. 


1 ' od. i ' j 
Das Integral Z c6 ist numerisch kleiner als das Produet aus 
In. oc 
1 ae i 
ı- fei ‘=ce und dem erössten numerischen Werthe. den 
0 oa 1 .01 
=: -N — \ 
cH Bi. ey 02 


\» 


auf K erlangt. Da aber &+7’+[° den unveränderlichen Werth 1 hat. so kann 
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dieses Produet wegen A. durch Verkleinerung von e unter jede Grenze gebrach 


1 or” 


werden: folelich eonvereirt —— fe co mit abnehmendem e ohne Stetie- 
j4 si) 


I 
st 


N lc ‚| » » J 
keitsunterbreehune oeven Null. 


b4y 
. .. 


\ennt man ferner r, den Werth. den die einwerthige Function r in (0) 


j f 
En N N a rt l ER N u Ae- en S z ! / 2 . . 
rlangt. und ersetzt das Integral —_ /eco durch 9,4 Se —%)C9, 50 
477. / IT. 


eonvereirt der zweite Summand weeen der Stetiekeit von r mit abnehmendem 
e stetio oeeen Null 
Foleliceh eonvereirt bei unbeerenzter Abnahme von e die linke Sei 
obieer Gleiehune ohne Stetiekeitsunterbrechung veven die feste Grenze r 
Auf der rechten Seite ändert sich während dessen nur das erste Glied. 


ınd zwar ist der Zuwachs. den sie erlanet. wenn e in den kleineren Werth 
ER TREE. = leich DE Solanve O ; harer Enifern | + un 
übergeht, gleich / rorfgce. Solang: in messbarer En!fernune von allen 


‘ot, in denen o unendlieh wird. verschwindet dieses Integral offen- 


par mi ce zuoleich: is! daveven () selbst einer dieser Punkte. so setze man 
dasselbe. bei passender Wahl des von 1 verschiedenen positiven echten Bruches 
h gleich / rTorfrlge Dann kann man e so klein wählen, dass r'o wäh- 
rend der Integration numerisch kleiner als eine beliebig wegebene Zahl 4 


bleibt. also das Inteoral. abeesehen vom Zeichen. kleiner als 


Pa b° 


/ . fi “ 4 
ii cr /Aco0 I 
/ E an ’ nt 
gi Uololich e roirt diese | Ieora! el h SPOP ärtioe ;: lle 
wıred OIPOIICN CONVEerEeItTti GlEeSes NIeoeTäai aut! im vEVENWAarlıdt ı Ali ml 
\ ER. PRIE le an " . I 
e und dem kleineren 5b zueleich stelie even Null. 


Yan kann daher e so klein wählen. dass jeder Zuwachs. den die 
reehte Seile obiveer Gleiehune durch fernere Verkleinerune von e noch er- 


nl 
TEE 


ı kann. unter eine beliebive Grenze eedrückt wird. Da aber die rechte 
Seite. so lange e von Null verschieden ist. einen völlis bestimmten. endlichen 
Werth hat. so folet hieraus zunächst. dass sie bei unbeerenzter Abnahme von 
ce ohne Stetiekeilsunterbreehune seven eine feste Grenze ceonvereirt. welche 
dadurch erhalten wird. dass man in ihrem ersten Gliede die Inteeration über 


veanze Volumen } ausdehnt. 


-. 


das 
Da endlich die obige Gleiechune für ein beliebis kleines e besteht. so- 
lanee nur e von Null verschieden ist. und die letzten Aenderungen. welche 


ihre beiden Seiten erleiden. wenn man e vollends verschwinden lässt. selbst 
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verschwindend klein. also nicht um messbare Grössen von einander verschieden 
Grenze € 


sind. so kann die Gleichheit auch dureh den LVebereane zur 
und es ereiebl sich nun foleende. 


nieht aufoeehoben werden. 


Innern von !F eültivee Gleichune: 


von 0 ım 
N) ’ooV R S 
© - N 
77 ’ 
u, 1° 4 r ' ’ a . Pi | ur 
Hätte man die Gleichune Fr 4.10 mul eo) 
ı7Tr 


2. 


mulliplieirt. und die Integration im früheren Umfan 


na AT sogeli I pri 
Ju Aauseeilun I. 


N 


N ( Rn IN; i j 
| ie no ] 
% 


ii (Tz—ÄXc 
/ er 
In. r OC =; ee de 


S S 


eroeben haben. wo 5 und welche 


|» ’ ! 1 y . 
die Inteerale bedenlen. 


erhält, 


und bezeichneten wenn man 


I N 
T. 


vorhin dureh 
d. 


Im 


un y N ıni » Y) H I »alr rh fi +4 ıffoann ngef 
ersetzt. ı. uNtel dem inieorTalzeichen Nat h \ ulllerentnmt. 
ne Iponi 2 Eu A Ian har .- (Shot 
Klemenle ce 09 vırd nach der open eıneeltnhrten 


ist die linke Seile eleich 


Ir 


also 


s 
| I E © ( & | o(dE&c 
— / |- e-—1—)1e0o ee 00. 
i7ı / N ( Oft CH { /FI / Istr "ct 
bezeichnet man aber durch oA das Volumenelemen! von Ä, so 
« “ 2 . f< ® « ‚ ii - . . 
Stetigkeit von e oK = /v5c'0o. Lässt man hier ce um 
° ( Mn “/ 
mit Ire’oc Wwe®, 


und hebt in den Aenderuneen beider Seiten 


TEC OCc 


während der Inteeration weder unendlich noch 


UDE 


Also haben wir 


1 
) / OU . i F P nr s 
z C0 90 ( } N) N 
In/ 0x 7 SE ;  - 
3 0 . “El 
ein Mittel aus den Werihen. welche 
OL 


Die linke Seite ist 


und geht daher wegen der Steliekeit von 
ww: OL 


Werth über. welchen diese Derivirle in 0) 


festen 


den 


unbestimmi 


mit abnehmendem e 


3 


) 


bei jeder Lage 


i 
1 { 
+77 / Y 

so würde sich 
N 
man aus den 


l 1 
dUrFen 


Re 
Bezeichnung 


ist weoen der 
/ » 4 | s 
CA YACciHsenN. 
so Jolet 


wird 


erlangt, 


aul A 


telie in 


- 


hal. 
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Können wir daher beweisen. dass auch die rechte Seite mit abneh- 





mendem e ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen eine feste Grenze convergirt, 
so folgt. dass die Gleichung auch noch an der Grenze e=0 besteht. 

Lässt man ec in den kleineren Werth 5 übergehen. so erhält die rechte 
Seite den Zuwachs 


v4 i yr Ir / ce cry e”, a“ n 
/ er fosoo; J — /rosöo,. 
« ı A Ä 


Solange 0 in messbarer Entfernung von jedem Punkte g liegt, verschwindet 
dies: mit e zugleich: fällt O mit einem Punkte g zusammen, so wird für ein 
hinlänelich kleines e während der Integration /revsco numerisch kleiner als 
/ {5 = 474, weil S zwischen —1 und 1 liegt: folglich wird jener Zuwachs 
u rc or ( ge ’ 
kleiner als I7 A / — — 4nA- u ya und verschwindet daher auch jetz! 

f v R 
noch. wenn e und das kleinere b in Null übergehen. Daraus folgt: 

R 


| 
v P e « au N ’ 
—— 7 A u ( i r S IRRE S 2 
2 y£ oX ” 


Zugleich ist der Nachweis eeliefert. dass das erste Glied zur Rechten einen 


_—. 
a. 


). 


6 


völlie bestimmten. endlichen Werth hat. was von den beiden andern Gliedern 


ohne Weiteres einleuchtet. 


IV. 
Lässt man die Fläche S_ sich immer mehr erweitern, so dass sie forl- 
während neue Theile des äusseren Raumes in ihr Inneres aufnimmt. ohne be- 
reils überschrittene Theile auszuscheiden,. so kann sich auf der rechten Seile 


der Gleichung 
0. = +(S)—(S 


das erste Glied nur solange ändern. als es ausserhalb S_ noch Stellen gieht, 


Sn 7 


in denen o von Null verschiedene Werthe hat. Von dem Augenblicke an, wo 


S diese Stellen sämmtlich überschritten hat. wird das Integr: von 





der fernern Umgestaltung der Fläche S, unabhängige. 

Derselbe tritt einmal ein, wenn go zwar im ganzen Raume Werthe hat. 
z ’ ooV 
jedoch so verläuft, dass das über den ganzen Raum erstreckte Integr: WE 


von der Anordnung der Integration unabhängig convergirt. In der That wo 
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man unter dieser Vorausselzune dem Inteerationsraume. ohne dabei Beeren- 
zunestheile ins Unendliche zu verlesen. einen solehen Umfane ertheilen. dass 
keine fernere Erweiterung desselben den Werth des Inteerals um eine be- 
liebig kleine. gegebene Grösse zu ändern mehr im Stande ist. 

Für den Fall. dass o nicht bloss in einem begrenzten Raume R’ von 
Null verschiedene Werthe hat. selzen wir diese Bedineune als erfüllt voraus. 

Lässt man daher alle Punkte der Fläche S_ ins Unendliche rücken. 
wobei nach den einmal gestellten Bedingungen in V keine Ausnahmestelle von 
r aufgenommen werden kann. so wird vorstehende Gleichung eine. für alle 
ausserhalb 5 liegenden Punkte O eültive. eonvereente Darstellune von r. stets 
und auch nur dann liefern, wenn (S_) ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen 
‘eine feste Grenze convereirl. die von dem Geselze. nach welchem die Um- 
sestaltung von S_ erfolgt, unabhängig ist. 

Die Fläche S_ schliessen wir in eine Fläche S_ ein. deren Elemen! 
wir ©S_ nennen; das erste Element der über 0S, aus dem von beiden Flächen 
begrenzten Raume hinaus errichteten Normale soll durch ©p_ bezeichnet wer- 
den. Sei w eine zweite. nebst ihren ersten Derivirten in diesem Raume ein- 
werthige,. endliche und stetige Funetion, welche der Gleichung Ser = O0 venügt. 


ou al) 


. . « . ( / 
Inteerirt man nun die Gleichung e./w — wdJe = — (tv — 0 ) ben lromw 
OR N OL OX ’ 


über den zwischen S_ und S_ lieveenden Raum W. so folet. wenn mit 47 
weooehoben wird 
y 


| Fi cm OU N\« 


cw Od \acı Ä in ze 
23 ke: er )öSs, = 1 /\e; -w )oS, + jow: W. 
4r c Pz Op, ” An. N OP, op, / / , ” 
i j Fr 
Setzt man hier © = —. und lässt nun die Flächen S_ und S unab- 
: R 


häneig von einander ins Unendliche rücken, so convergirt der oben gestellten 
Bedingung zufolge fe vcoW stelig gegen Null. Wenn daher gleichzeitig die 
linke Seile gegen eine feste Grenze convergirt. so ist dies auch die Grenze 
des ersten Gliedes zur Rechten, nämlich von (S,). Nimmt man aber für S, 
eine um O0 als Centrum mit dem Radius r beschriebene Kugel. so wird die 


linke Seite 


u. | 
1 r oo} .: l u. 0, _oe]. 
= — Du ——— — — —- Ir 006 = — — e-+H$.r — +n.r —+L.r Co. 
Arne or r or Ast OX A :; 
Dieselbe ist also numerisch kleiner als die Summe aus den grössten numeri- 


auf S, annehmen. Da jeder von 


wi 


- 4? Oo 
schen Werthen. welehe ®. r—. r-—. r- 
OR ey © 
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diesen vier Summanden weeen D. dureh Yergrösserune von r unter jede 



















(Grenze oebracht werden kann. so convereirt mit wachsendem r die linke 
Seile obiver Gleichung stetie even Null: dies ist also auch. nach dem vorhin 
Bemerkten. der Werth. in welchen (S,) stetig übergeht. wenn alle Punkie 
der Fläche S_ ins Unendliche rücken. Wir haben demnach den Salz: 


a. Sobald e im eanzen. die Fläche S umgebenden Raume 7 den Be- 


vu 


z R ot j e: u 
dineuneen A., B.. D. genügt. und das Inteoral 1— unabhäneie von 
s 


der Anordnung der Integration convergirt, ist in jedem Punkte O von | 


/ oclI A 
1. ©; J x en ) 
V. 
Die Untersuchung der Gleichune 
N 
N ou f 5 N on S 
(). = ET — N) N) 
( X / u 5, j 
! 
erlediet sich auf demselben Weee. Seizt man in 3.) — . und nimm! 
( ” 
für S_ wieder eine Kugel vom Radius r und dem Centrum O0, so wird auf ih 
i 
>, also folet aus (9 
\ / 

| 

c f . 

’ i ( Pe i = co) 1 

(e&&)-:]rcoo fe —- on 
177 { ot " r" or oOX 
| 


1 / T2v .ov el) a; 6 Weg / fi Zul 
/ -& } -[L E06 Js —0oW. 
I. 2 OL ‚oy u; = 5 we un 
Auf der rechten Seile convereirt das erste Glied weeen D. mit wachsendem 


voeven Null: wenn daher auch das zweite Glied bei unausee- 


r nolhwendie 
seizter Erweiterung der Flächen S_ und S_ verschwindet, so gilt dasselbe 
von (8). Daraus folgt der Satz: 


b. Sobald ve im Raume } ausserhalb 8 den Bedineunsen A., B.. D. ge- 
| 


2 u 
F ’ ” . 

v‘ I unabhängige von der Anordnung 
der Integration convergirt, ist in jedem Punkte 9 von ) 


nügt,. und das Integral Jo 
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Durch Verbindung dieses Salzes mit dem voriveen folet weiter: 


e. Wenn e im Raume ausserhalb 5 den Bedinsunsen A.. B.. D. ve- 
| "e 

nüot. und die beiden Inteprale / — ’ /o . co} unabhäneie von 

der Anordnung der Integration convereiren. erhält man - | aus dem 


OA 
Ausdrucke von ®, durch Differentliiren unter dem Intepralzeiehen 
Durch diese Sätze ist die Frage nach den ersten Derivirten von re vollständig 


. . I) Fr N . j . j TER ! ' . j 
auf die Ermittelune der Ausdrücke zurückeeführt. durch welche » selbst dar- 
oestellt wird. weshalb wir uns im Foleenden nur noch mit den leizleren zu 


heschäftiven haben 


VI} 
Durch die Gleichung 4.; wird jede den Bedingungen A., B.. D. ve- 
nüvende Funetion © im eanzen. ausserhalb 5 lieeenden Raume } dureh eon 
N ne } . 1 
veroeente Recehnunesoperationen dareestellt. 
Da aber S aus den Oberflächen S,, S,. ete. der einzelnen Höhluneen 
41 


zusammengeselz| ist. in denen die Ausnahmesteilen P- /,. ele. von e einpe- 


sehlossen sind. so ıst in dieser Gleiehune unter 


eine Summe von Inteeralen IS). \8,) ete. derselben Form zu verstehen. von 
denen jedes sich über eine der Oberllächen S.. 8, eie. erstreckt. 
L,ässt lie Oberfläche einer dieser Höhluneen wa 8  siel 
‚assi man nun dk berllache eıner dieseı ohiuneen. elwa ,ı Ich 
» I > 1] di nf » | le \ ‘ al I 1] } } r ‘ "E | | 
immer mehr um die entsprechende Ausnahmestelle p zusammenziehen, so kann 
dies in /4.| den Werth der reehten Seite nieht ändern. solansee ® den Be- 
dineuneen des art. 1. eenüet. Da aber eleichzeitlie weoen der für o gestellten 


. fi ol . . « . . . 
Bedinenuneen / — bei dieser Erweilerune seines Inteeralionsraumes oeveen 
2 


eine feste Grenze convergirt, und ausser diesem und (S,) alle übrigen Glieder 
der rechten Seite von (4.) uneeänder! bleiben. so eonvereirt auch {S,) geven 
eine feste Grenze. 

Folelich müssen umeekehrt die an den Ausnahmesiellen von ® ein- 


2 "on or j u . 
tretenden Bedingungen für © und so veewählt werden, dass bei forigeselzter 


op 
Verengerung der Integrationsllächen S,, $;. 


etc. jedes der Integrale (8, 
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S,,. ete. für sich gegen eine feste Grenze convergirt. Ist dies erreicht. so 
wird ©, durch die Gleichung /4.) an der Grenze im ganzen Raume ausserhall 
seiner Ansnahmestellen dargestellt. 

Damit ist jedoch der Fall nicht ausgeschlossen. dass der hiermit oe- 
wonnene Ausdruck der Function ® in einer Ausnahmestelle Werthe aneieht. 
welche von dem der Function an dieser Stelle vorgeschriebenen Verlaufe un- 
abhäneie sind. 

Man weiss. dass solche lokale Abweichungen einer Function von 
einem sie sonst darsiellenden Ausdrucke in manchen Fällen nur von der 
Form des letztern abhängen. und durch eine Aenderung derselben gehoben 
werden können. 

Wir schliessen nun alle Verstösse gegen die Bedingungen A. und DB. 
aus. deren die Functionen e wegen Ü. fähig sind. ohne dass die oben gefun- 
denen. im ganzen übrigen Raume gültigen Ausdrücke dieser Funetionen an 
ihnen Theil nehmen können. 

Die Functionen. welche nun noch übrige bleiben. und die aus ihnen 
durch conforme Umbildung folgenden Functionen v (art. I.) begreifen wir 
unter dem Namen der einwerthigen Potentiale. 

Die foleenden Sätze beziehen sich ausschliesslich auf die den Bedin- 
gungen C. und D. genügenden Potentiale, welche wir zur Unterscheidung von 


den übrieen wie bisher dureh ® bezeichnen. 


vn. 

Hülfssatz. Sei #t eine positive Variable und f(F) eine Function von 
R, die nebst ihrer ersten Derivirten fiR) oberhalb R=0 bis zu einem ge- 
sebenen Werthe R=a hin weder unbestimmt, noch unendlich. noch unstetig 
wird. während ihr Verhalten im Punkte R=0O selbst noch dahin »estelli 
bleiben mae. 

Dann besteht zwischen dem Verlaufe der beiden Functionen f\R) und 
f R) in unendlicher Nähe von R=0 ein Zusammenhang, in Betreff dessen 
wir folgende Sätze hervorheben. 

d. Wenn für ein positives k und jede unbegrenzte Abnahme von R 
R''f'\R) ohne Unstetigkeit gegen eine feste Grenze A convergir!. 
so eonvergirt A f(R) stetig gegen die Grenze _; wächst unter 
derselben Voraussetzung R’'f'{R) über alle Grenzen. so ist das- 


selbe mit R’f(R) der Fall. 











d 
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e. Wenn bei jeder unbegrenzten Abnahme von R Rf R) ohne Un- 


stetiekeit gegen eine feste Grenze A convereirt. so hat auch Sn 
den Werth A zur Grenze: wächst unter derselben Vorausseizuno 
Rf iR) über alle Grenzen, so findet dasselbe mit . = statt 
Beweis. It O<R,— Ra, so fole! | 
"R oR 
FR)—F(R) =/ Rtf(R)-c- 
R, 


da fiR) zwischen A, und A, weder unbestimmt, noch unendlich. noch un- 
stetig ist. Da ferner zwischen denselben Grenzen R’'f'R) stelie. und 
’ l 


von Zeichenwechseln frei ist. so kann man. wie klein auch #, sein mas, zum 


Mindesten auf eine Art R, zwischen AR, und A, so wählen. dass die rechte Seile 


j'Ra : R 
/ l > 
Ri; [ k)/ R | 
Ro 
wird. 
d. Solanee nun 5 = 0 ist. folet hieraus 


R \ | 
I 


kRAfF(R)— kREF(R,) = Ri (R)[1-(2e) | 


In dieser Gleichung lassen wir A, und 7, abnehmen. jedoch so. dass, 

wenn a und 5b zwei ohne Ende abnehmende Zahlen bedeuten. R' fortwäh- 

rend unterhalb der kleinsten von den ebenfalls abnehmenden Zahlen —. 
1) 


> 


R,\ | 
und bR% bleibt. Dann werden Auf R,) und | ©) Bruchtheile von « und h. 


\R,/ 
ersteres elwa :#a. letzieres bh. und A, in steliver oder Sprungweiser 
Abnahme der Null immer näher gebracht. Es fole! 
kda—kRif, Ri'f(R)1-9b]. 


wo man sich die Grössen a, b, R,. R, und R, in der angevebenen Abnahme 
zu denken hat. 
Wenn daher —ARi,fR,, bei abnehmendem AR, über alle Grenzen 


wächst. oder gegen eine feste Grenze convereirl. so kann man die Abnahme 


von R, nach einem solchen Gesetze erfolgen lassen. dass R‘) fR,) in glei- 
cher Weise verläuft. 

Wenn aber umgekehrt AR, "fR,, unter allen Umständen zuletzt un- 
endlich gross wird. und nicht etwa bloss dann, wenn R, längs einer besonders 


ausgewählten Werthenreihe abnimmt. so muss auch —kRifR,) bei verschwin- 
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dendem FA, unendlich gross werden: eonvergirt Ri’'f' R, bei jeder unbe- 
srenzten Abnahme von Zt, gegen eine feste Grenze A, so hat auch —kR, fR 


diesen Werth 4 zur Grenze. w. z. b. w. 


e, Für #=0 folet ebenso 
/ R f R, R ) N 100 R, 2 
| ıf Rı,ji- —— |- 
v R oo R U | 100 R, | 


u 


Lässt man auch hier #, und AR, verschwinden. jedoch so. dass log / 


' r log Rt, R, 
oberhalb der oerossien von den wachsenden Zahlen / ee. _ 
) A 


bedarf es zum Beweise von e. nur einer Wiederholung der eben aneewandten 


numerisch 


| 


hleibt. so 


Schlüsse 
Diese beiden Sätze lassen sich verallgemeinern, jedoch ohne Hinzu- 
füoune neuer Bedingungen. durch welche ihre Brauchbarkeit beeinträchtie‘ 
wird. nicht umkehren. 
f. Lehrsatz. Ein einwerthiges Potential © und seine ersten Derivirten 
können in einem von jeder andern Ausnahmestelle getrennten Punkte 
m weder unendlich. noch unbestimmt. noch unstetig sein. sobald die 
Producte 
en Ar rn 


Ee—. #8 R' 


CE ey . U% 
bei jeder unbegrenzten Abnahme der Entfernung A vom Punkte «r, y. 3 
bis zum festen Punkte » stetie veven Null convereiren. 

Beweis. Fände das Gegentheil statt. so würde m zu den Ausnahme- 
stellen von re eehören. Wir scheiden demnach aus dem Raume } einen ab- 
nehmenden Raum J , aus. welcher » enthält. und nennen 8, die um die 
übriven Ausnahmestellen von ® seleete Fläche. 

Nun sei = ein zweites einwerlhiees Potential. welches sich von re nur 
dadurch unterscheidet. dass es im Innern von }, den Bedingungen A. und DB. 
oenüet, während es ausserhalb } , genau denselben Bedingungen. wie vr unter- 
vorfen ist. derart dass. wenn re auch noch in ) , den Bedineunsen A. und B. 
oenüete, in V überall # = ır wäre. 

Dann reicht es zum Beweise des Satzes hin. zu zeieen. dass der 
Unterschied der beiden Ausdrücke. durch welche ® und »e im Raume |) dar- 
oestellt werden. ausserhalb }),, überall =O ist. und dass dies gilt. wie klein 
auch } , sein maß. 

Ist dies nämlich bewiesen. so führt die Annahme. es sei im abnehmen- 


den Raume },, selbst x von »» verschieden. zur Folgerung. dass die Function 
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ns 


e im Punkte m einen Verstoss eeeen die Bedineuneen A. und B. beseht. 
dessen ihr. für den eanzen übriveen Raum ) »ültiver Ausdruck »r unfähie ist. 
Es würde also © keine der Definition des einwerthieen Potentials genürende 
Funetion sein. und nur dadurch in eine solche verwandelt werden können. 
dass man in }, ihren Verlauf den Bedingungen A. und D. gemäss abänderte 

Aus (4.) ergiebt sich zunächst unter der Vorausselzung. dass () ausser- 
halb 8, lieot. 


/ och s 
!’ / > „. N 
e J 


wo 8, das früher durch 8, bezeichnete Integral. ausgedehnt über die Fläche 


S,. bedeutet. 


bi; 

Der Ausdruck für ©, ergiebt sich für den Fall. dass O ausserhalb 8, 
und F,, liest. durch folgende Betrachtung. Man leee um m als Centrum eine 
Kusel X vom Radius A. welche den abnehmenden Raum |}, völtie einschliesst, 
und wähle AR so klein. dass O0 und 8, ausserhalb des Volumens } , dieser 
Kusel lieven. Dann kann man für die Function © die Fläche S zusammen- 
setzen aus S, und der kKugellläche A. Dies festeestellt. ist der von 8, her- 
rührende Theil der Vorausseizunge eemäss in den Ausdrücken für ». und or 
der nämliche. Dasseibe gilt von dem über I nach Ausschluss von ), er- 


ooNV 


streckten Integrale von — . Scheidet man daher zur Bildung von v, aus 
z 
I das Volumen } , aus. und füst zu S, die Oberfläche dieses Volumens. so wird 
(©; 
. r 4 4 ’ 
/ OUVKk i } BAR 32° 
r nn nn, u 2 ie " e ee - R { {) 
/ / 4rr f ( Rt a Ri 
3? orU 5 on > r9° Ei ni rn? 
Da der Vorausselzung eemäss R 77 ec A 3 „ also 
( ’ OX CH 02 


nach d. auch Re und R’r mit R zueleich verschwindel. und r während der 

Inteeration von Null verschieden bleibt. so convereirt das über die Oberfläche 

von ), erstreckte Integral mit AR zueleich stetige geren Null: dasselbe beweis! 
ME 


man von dem Integrale auf dem in art. Il. eingeschlagenen Were 


P I 
Solange also die Entfernune von 9 bis m von Null verschieden ist, 
wie klein dieselbe übrieens auch sein mag. ist © Cu“ W. z. b. u 
Dieser Beweis kommt darauf hinaus. zu zeiven. dass die Bedineune, 
r? oder seine ersten Derivirten sollen in m» unendlich. unstetig oder unbestimmt 


‚9° 


OD OD e er 
R und AR mit SR zugleich stetio 


14* 


r f 
werden. jedoch so. dass R' 
or ON 7 
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führt, wie die Bedingung. dass 


verschwinden. auf denselben Ausdruck für ® 


4A. und B. in m ear nicht verletzt werden. Solanee also ein in m staltiın- 


dender Verstoss veven diese Bedineunseen sich innerhalb der im Lehrsatze 
verlangten Grenzen hält, ist er ein solcher, dessen jeder in (4.) enthaltener 


Ausdruck unfähie ist, und den wir daher bei der Definition des einwerthieen 


Potentials ausschliessen. 
LWehrsatz. Ein einwerthivees Potential ® und seine ersien Derivirien 
können auf einer Linie von endlicher Länge. die von jeder anderen 


Ausnalhimestelle »eetrennt ist, weder unendlich. noch unbestimmt. noch 


unstelio sein. sobald die Produete 


oO 2 oOVU oO? 
ft fi ft 
OX oy 0% 
bei jeder unbegrenzten Abnahme der kürzesten Entfernung AR vom 


y. z bis zur festen Linie stelig gegen Null eonvergiren. 


“ 
a 


Punkte «. 


Beweis. Was auch an dieser Linie / stattfinden mae, so erhält man 


doch steis einen Ausdruck für die Werthe. welche ® ausserhalb / und S er- 


I 


lanet. wenn man / mittelst einer 
Ausnalimestelle behandelt. Nennt man das von 8, eingeschlossene Volumen 


Fläche 8; aus VW ausschliesst und wie eine 


I. so wird durch den Ausschluss von YV, die Gleichune (4.) nur so weil 


auf ihrer rechten Seile noch der Ausdruck 


f ) 
oeandert. dass 


I 
| % 

& OP Fe i 0O( } 
Int ' 4 pP y f - r 
hinzutritt: derselbe ist. wie aus /3.) leicht folet. von der Gestalt der Fläche 
S, unabhäneie. 

Bei unbeerenzter Verengerune von 8, convergiren beide Theile dieses 

\usdruckes stelie eeeven Null. 


Für den zweiten Theil ergiebt sich dies unmittelbar aus den über o 


und die Länee von / eemachten Voraussetzuneen. Um das Nämliche für den 


vg. . r * £ 5 na Fi > .. oe N [2 - \ . 4 Y . 
ersten Theil zu beweisen, nennen wir /? die kürzeste Entfernung von 08, bis 
or 


zur Linie /, (rp) den Winkel zwischen r und Cp, woraus — cos(rp 
up 
folet. und setzen 
> COS "» | x "” 
iv: — — —H , 
j r ( p 


'7n) annimmt. Ist daher unter den absoluten 


/ | 
{ 
r r ii 00 
yı m 
7 r’D y cn» 
/ 


| 
Ir \ 
, . A oS 
wodureh derselbe die Form = 
i 
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Werthen. welche & während der Inteeration erlanet. (2 der erösste, so ist 


. . x ON 
dieser Theil numerisch kleiner als 2 R 
) 


Lässt man aber alle Elemente 68, immer näher an / hinanrücken. so 
4 ot or or el) or 
convereiren R—. R BR .„ also auch R und AR stelie oeeoven 
or oy 02 co» Ir > 
- . * * . * » u , 
Null. Dies ist nach e. nicht anders möglich. als dass zugleich —— und um- 
r 
" * i ° f + 
somehr Re = RloeR.- R verschwindet. Solange also © nicht unendlich 
iu%8’ 1; 


nahe an einem Punkte von / lieet. eonvereiren mit AR zueleich alle Werthe 


von wo, also auch 2 stelie even Null. 

KErtheilt man der Fläche 8, die Gestalt einer Röhre *). deren zu / 
senkreehter Querschnitt ein Kreis vom conslanten Radius A ist. während sein 
Centrum auf / liest. und schliesst die Röhre dureh zwei Halbkueeln. deren 
Mittelpunkte den Anfang und das Ende von / bilden, so wird / ; S;=2nRl-AnR?. 


wenn / die Länoe der Linie /bedeutet: also wird bei verschwindenden Werthen 


k /o>= 

von At an der Grenze / — Il. 
fh 
"a... 


Folelich wird /w numerisch kleiner als das Produet zweier Grössen 


‘2 und 27/. von denen die erstere verschwindet. während die andere nich 


1 
über alle Grenzen wächst, woraus das Behauptete foigt. 
Unter den Voraussetzungen des Lehrsalzes wird also e in jeder mess- 


baren Entfernune von / durch denselben Ausdruck dareestellt. den man erhält. 


wenn ® auch an / entlane den Bedineunsen A. und DB. geenüst. Folelich ist 
dieser Ausdruck. und mit ihm e als einwerthiges Potential an / entlang jeder 


mit den übrieen Voraussetzuneen des Lehrsatzes vereinbaren Verletzune von 


A. und B. unfähie. 
h. In art. H. €. ist der Fall ausseschlossen worden. wo ® oder eine 


seiner ersten Derivirten in allen Punkten einer Fläche unendlich oder unbe- 


stimmt wird. 
Der Grund hiervon ist folgender. Leet man um die Fläche f eine 
von S abeelöste Fläche S,, so würde man unter der Voraussetzung, an / 


selbst unendlich oder un- 


enllane werde eine erste Derivirte von ® oder 


bestimmi. im Ausdrucke von ©. ein Glied /S,) erhalten. in welchem die unter 


Funetion bei forloesetzter Vereneerune von NÖ 


dem Inteeralzeichen stehende 


schliesslich aufhört. die Inteeration zu eeslalten. 


Note 2. 
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Daraus darf man indessen nicht schliessen. dass es keine Ausdrücke 


sehe. welche ausserhalb der Fläche f ein einwerthiges Potential vo darstellen. 
aber an ihr entlang unendlich oder unbestimmt werden. In den bis jetz! 
untersuchten Fällen muss diese Erscheinung jedoch als eine wirkliche Diver- 
oenz des Ausdrucks von ® bezeichnet werden. da sie bloss an der Form des 
Ausdruckes haftet. und durch Aenderune dieser Form beseitigt werden kann 
Beispiele dieser Art erhält man, wenn man den aus art. V.b. folgenden Aus- 
drücken für die Derivirten der in art. X. r. bezeichneten Potentiale auch 
noch an den Ausnahmestellen eine Bedeutung einräumt. 

Aus den vorstehenden Lehrsätzen ergeben sich als Corollare die foleen- 
den. in denen die jedesmalize Bedeutung von R aus dem Vorangehenden erhelli 

;. In einem Punkte oder einer Linie von endlicher Länge. die keineı 
anderen Ausnahmestelle aneehören. kann ein einwerthiges Potential oder eine 
seiner ersten Derivirten niemals unsietie oder unbestimmt werden. ohne dass 
eine der letzteren unendlich wird. 

5». Wird das einwerthiee Potential x oder eine seiner ersten Derivirten 
in dem. von jeder anderen Ausnahmestelle getrennten Punkte » unendlich. so 
kann mindestens eine der Grössen R —. R - R'- — nicht bei jede: 
Richtune von AR mit AR zueleich verschwinden. 

[. Wird das einwerthige Potential @ oder eine seiner ersten Derivirlen 
in jedem Punkte einer Linie unendlich. die weder von unendlicher Länge ist. 
noch einer anderen Ausnahmestelle ansehört. so kann mindestens eine dei 
Grössen R— R— a - nicht bei jeder unbegrenzten Abnahme von A 


oeoen Null eonvereiren. 


) 


Vıl 

Wenn wir daher die einwerthigen Potentiale @ nach ihren Verstössen 
seven die Bedingungen A. und PB. ordnen. so bleiben folgende Fälle übrig: 

I. Diese Bedingungen werden im ganzen Raume erfüllt (art. IX.). 

2  Ausnahmepunkte. Das Produet aus einer der ersten Derivirten von 
vr und dem Quadrate der Entfernung AR von einem festen Punkte p convergir! 
nicht bei jeder unbegrenzten Abnahme von R gegen Null (art. \.). 

3.  Ausnahmelinien. Das Produet aus einer der ersten Derivirten von 
vr und dem kürzesten Abstande R von einer Linie / convergirt nicht bei jedeı 


unbegrenzten Abnahme von AR gegen Null (art. X1.). 
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4. Ausnahmeflächen. Beim Durchsanse durch eine Fläche von end- 
licher Ausdehnung erleiden * oder seine ersten Derivirten plötzliche Aen- 
derungen (art. XH.). 

Wenn die Fläche S sich mit Ausscheidung aller Theile des Raumes. 
in denen die Bedingungen 4A. und DB. erfüllt sind. immer enger an die Aus- 
nahmestellen anschliesst. so zerfällt sie zuletzt in soviele von einander se- 
trennte Theile. als Ausnahniestellen vorhanden sind. Jedem dieser Theile 
entspricht im Ausdrucke von e ein Glied. welches einer der drei zulelzi ge- 
nannten Gattungen von Potentialen angehört. Folglich kann jedes Potential 
r durch eine Summe von Potentialen der vorhin bezeichneten vier Galluneen 


dareestellt werden. 
I\. Erster Fall. 


m. Wenn den Bedineuneen A. und B. im »anzen Raume. ohne Aus- 


nahme irgend einer Stelle, Genüge geschieht. so ist in jedem Punkte 


0 des Raumes 


sohald das Inteeral zur Rechten unabhäneie von der Anordnune der 


Integration convereirt. 
In der That fällt jetzt aus der Gleichung 4.) das Integral S) weg. da es 
nicht mehr nöthie ist, aus J einzelne Theile wesen einer dort stattfindenden 
Verletzung von A. oder PB. auszuscheiden. 

Es folgt hieraus, dass man jedes einwerthige Potential « durch Sub- 
raelion eines Inteerals / > in ein anderes. vv. verwandeln kann. welches 
ausserhalb der Ausnahmestellen der Bedineune Se =0O genügt. während die 
an diesen Stellen selbst stattfindenden Verstösse gegen A. und B. vanz un- 


oeändert bleiben. 


\, Zweiter Fall. Ausnahmepunkte. 


Findet ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und 5. nur in einem 
einzigen Punkte p statt. und ist o überall =0®. so wird ausserhalb der den 
Punkt » einschliessenden Fläche 8 

ne (8 
und dieser Ausdruck ist. wie man aus 9.) für o=0 und w = schliesst 


von der Gestalt der Fläche S unabhängig. solange sie p ein-. 0 ausschliesst. 
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Nimmt man daher für S eine Kusel vom Halbmesser R und dem Üen- 


| 
RT 
f or ” 
In, oR r coR 


solange R kleiner als die Strecke Op ist. und die rechte Seite von R un- 





trum pP, so wird 





abhäneie. 
Soll in » überhaupt eine Verletzung von A. und D. möglich sein. so 

darf sich dieselbe nicht innerhalb der in f. angegebenen Grenzen halten. Stellı 
man also die Bedingung, dass 
Or 


R' N R 


oX 


i 2 
N 


Y U%x 


f 
— 5 PR 


bei abhnehmendem AR nicht über alle Grenzen wachsen. dass dies aber bei 


“X 


jeder Verkleinerung von v eintritt, so darf v jedenfalls nicht kleiner als 


sein. Nennt man die zunächst über v lievende eanze Zahl »--3. so kann 


nur eine der Zahlen ©. 1. 2. ... bedeuten. und es verschwinden 
. 00 .- Or ., OV er 
Ya Br. Fr ——,. ui ver Ed ur Ei 
0X on 02 


mit R zueleich. während 


OX r y L 02 
über alle Grenzen wachsen. Es findet sich im Folsenden. dass v = n--?2 
sein muss. 

I. Nimmt man zunächst für » seinen kleinsten Werth Null. und läss! 
ft abnehmen, so redueirt sich die rechte Seile der aus der obigen folgenden 
(Gleichune 

| k 
| [ 2 R’ 
OU « M -—-[T, i ou ü 
r . i® 004 — Ko. - un rien wegen NE, 
Ir, oR 17 | oR rr, oR 


in welcher r, die Entfernung von O bis » bedeutet, an der Grenze auf ihr 
“a. ‚, OV ; 
erstes Glied. da R R der Vorausselzung gemäss. also nach d. auch Ar 
f 1} x 


und. weil die Dillferenz der Dreiecksseiten r, r, kleiner als die dritte Seite AR 

’ , 00 2er "or w NE. en 

ist. ır—r,)R°’—— verschwindet. Der Factor / — + R°00 -/08 muss 
| oR J oR JS cp 

nach dem Obigen einen von R oder der Gestalt von S unabhängigen Werth 


4nM haben 
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n. Sobald im ganzen Raume o =0O ist, und ausserhalb des Punktes y 
nirgendwo ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. stattfindet. 
[ferner bei unbegrenzter Annäherung an p 


„er 2 


OXx oy 02 





verschwinden. und 
ist, folgt 


Bei der Anwendung dieses Satzes auf die Umformung von kann man ausser 
den Bedingungen des Satzes noch beliebige andere Eigenschaften dieser Function 
benutzen. da diese mit jenen nicht im Widerspruche stehen, sondern aus 
ihnen folgen. 

2. Für den allgemeinen Fall, wo » eine beliebige positive ganze Zahl 
ist. mag Folgendes genügen. 

Entwickelt man = mittelst des binomischen Satzes oder auf andere 
Weise nach steigenden Potenzen der Unterschiede 2—/!, y—m, 3—n zwischen 
den Coordinaten x, y, z des Flächenelements R’co und den Coordinaten /, 


m, » von p, so erhält man eine Reihe 


m rt ryt 
I Br iei.; 
r N, ’ f ’ f, ' ’ 


in welcher T,, ein homogenes Polynom «“" Grades jener Coordinatendifferenzen 
ist. Da die Nenner von x, y, z unabhängig sind, so ist für jedes « JT,=0. 
folglich, wie aus (3.) füro=0 und «=[T, folgt, das Integral 


1 » IT .. m r 
#= z/ eSt-T.]os 
! An. op op 


von der Gestalt der Fläche S unabhängig, solange sie den Punkt p einschliesst. 
Sein Werth bleibt also ungeändert, wenn man für S die im vorigen Falle 


construirte Kugel nimmt, und /#2 nach Belieben abnehmen lässt. 
1 


oO — 
Bi 3 ; ru 
Vereinigt man nun in den Reihen für = und IR alle Glieder, welche 








im Nenner eine höhere Potenz von r, enthalten, als die (»+-1)", in einen 
Rest, so fallen bei fortgesetzter Verkleinerung von R aus dem Ausdrucke für 
ev, unter den obigen Voraussetzungen die von den Resten beider Reihen her- 
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rührenden Glieder weg, und es ergiebt sich 


Ma H, 
? () a er . __” BE WER u N . zn n r 
N, N . p 


Die Factoren M, sind beliebige Kugelfunetionen 1.“ Ordnung der Winkel. 
welche die Richtung pO bestimmen. Die in ihnen verfügbaren Constanten 
bestimmen sich bei den Anwendungen meistentheils aus den in der Regel be- 


de ov, a r : 
kannten Zeichenwechseln von —-- und seinem Verhalten bei wachsenden und 
OF 
Ir, 
abnehmenden Werthen von r,, wobei nach dem Obigen eine ungefähre Schätzung 
des Werthes von vr hinreicht. 
3. Auch in dem Falle. wo die ersten Derivirlen von ® bei unbe- 
grenzier Annäherung an p rascher anwachsen, als jede Potenz der reciproken 


Entfernung von diesem Punkte. stellt das Integral 


| WE 

a r or w 
= — e ——— — — —— IR’ 00 
F! Art S oR r oR 


noch immer © im ganzen Raume ausserhalb der um p gelegten Kugel dar. 
und zwar ist sein Werth vom Halbmesser #2 dieser Kugel völlig unabhängig. 

Wenn überhaupt ein Integral der vorstehenden Form [p] mit abneh- 
mendem J2 gegen eine von Null verschiedene feste Grenze convergirt. so 
seht es dort als einwerthiges Potential in ein solches über, welches in p, aber 
nicht ausserhalb dieses Punktes eine Ausnahmestelle besitzt. Liegt in einem 
solchen Falle p auf einer Ausnahmelinie oder Fläche von e, so sagen wir. 
es Jiinde in p ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und BD. statt, welcher 
auch in einem isolirten Ausnahmepunkte möglich ist. 

Jedes einwerthige Potential e lässt sich daher durch Subtraction von 
Integralen der obigen Art in ein anderes, w, verwandeln, welches von allen 
in isolirten Ausnahmepunkten möglichen Verstössen gegen A. und B. befreii 
ist. Dann muss das, miltelst dieses Potentials © gebildete Integral [p]. wo 
immer der Punkt » gewählt werden mag, bei unbegrenzter Abnahme von fi 
entweder von #2 abhängig bleiben, oder wenn es eine feste Grenze hat, mit 
RR zugleich verschwinden. Denn wenn [p] bei abnehmendem R zwar von A 
unabhängig würde, aber nicht gegen Null convergirte, so wäre p einem iso- 
lirien Ausnahmepunkte gleich zu achten. 
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Xl. Dritter Fall. Ausnahmelinien. 


Findet ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. nur auf einer 
Linie / von endlicher Länge statt. und ist o überall — 0. so ist ausserhalb der 


/ einschliessenden Fläche S 
u = (Bi), 

und dieses Integral ist von der Gestalt der Fläche S unabhängig. solange sie 

/ ein-,. und O ausschliesst. 

Der Einfachheit wegen setzen wir voraus. dass die Linie / nicht aus 
seirennten Stücken besteht, und überall stetig gebogen ist. Diese Voraus- 
selzung bildet keine wesentliche Einschränkung der Untersuchung. Besteht 
nämlich / aus mehreren von einander getrennten, aber stetig gebogenen Theilen. 
so selzt sich (S) aus ebensoviel Integralen von der Art zusammen, auf welche 
wir uns hier beschränken; hängt / zusammen, jedoch so. dass stelig gebogene 
Theile bei ihrem Zusammenlireffen Ecken bilden, so kann man dies so ansehen, als 
ob zwei stelig gebogene Linien einen Endpunkt mit einander gemein haben. 

Stellt man nun die Bedingung. dass die Grössen 

Ze u 

OX oy 03 
bei unbegrenzter Abnahme der kürzesten Entfernung AR vom Punkte x, y, 3 
bis zur Linie / niemals über alle Grenzen wachsen, dass aber jede Verklei- 
nerung von v dies zur Folge habe. so darf v nicht <]1 sein, weil sonst nach 
art. VII. g. an / entlang jeder Verstoss gegen A. und B. unmöglich sein würde. 
Ist »-+2 die zunächst über v liegende ganze Zahl. also » eine der Zahlen 

0. 1. 2. .... so verschwinden hiernach die Grössen 
„00 Ö 


RZ, RHZ—, R- 


or ay 





. und wegen d. R'''r 


as 


u 


mit A zugleich an / entlang, während von den Grössen 


wu. wi, #2 


OT Ü Y 02 


or 


mindestens eine über alle Grenzen wächst. 

Wir schliessen den Fall aus, wo in einzelnen Punkten von / solche 
Verstösse gegen A. und DB. stattfinden, wie sie nach dem vorigen arl. auch 
in isolirten Punkten möglich sind. 

Dann ist © bis auf eine begrenzte Anzahl von Grössen bestimmt, über 
die zu seiner vollständigen Definition noch in jedem einzelnen Elemente von 


/ verfügt werden muss. (Vergl. unten (/?.)). 


5” 
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Für die folgende Untersuchung ist es zweckmässig, der Fläche S die 
foigende Form zu geben. Wir bezeichnen die Endpunkte von / durch a und 


u 




























e, zwei benachbarte Punkte von / durch a, und e,. und setzen nun S zu- 
sammen aus einer um a,e, als Axe gelegten Röhrenfläche S,*) vom Halb- 
messer R, und zwei über « und e hinausreichenden Verschlussstücken $,, $,. 
von denen jedes sich mittelst eines der Normalebene von / angehörigen Strei- 
fens an S, senkrecht anselzt. Die später zu benutzende Folge dieser Ein- 
richtung besteht darin. dass verschwindende Aenderungen von A die Endpunkte 
der Axe a,e, von 8; ungeändert lassen. 

Bezeichnet man die Theile von (S). welche von der Integration über 
die Stücke S,, S,. S, von S herrühren. durch (a). (2) und (e), so wird 

ov = (d)+(D)-+(e). 

Wir beginnen mit der Untersuchung des Integrals (!) für ein ohne 
Ende abnehmendes R. 

Ist q ein zwischen a und e liegender Punkt von /, s die Länge des 
Bogens ag, so dass s zu- oder abnimmt, jenachdem g an / entlang nach e 
oder «a rückt, und ist os das von g ausgehende Bogenelement von /, P der 
Krümmungsradius in q, 6 der Winkel zwischen P und einem von g aus- 


oehenden Halbmesser der Röhrenfläche S,, so wird das Element © 8; der letzteren 


RcosO’\ a: 
R(1- _z .)60 cs, und da AR zu ihm senkrecht steht, 


N - Pin 
| r = 
= f Rı u =r - — -)ö 0 os. 


wo der Accent am Integralzeichen bedeutet, dass die Integration nach s’ sich 
von «' bis e’ erstreckt. 





Seien x, y, z die Coordinaten von g, die wir als Functionen von s 
betrachten. und x’, y, z ihre ersten, x”, y", z" ihre zweiten Derivirten nach 
s. Durch q legen wir drei rechtwinklige Axen gT, qgP, qN, von denen die 
erste in die Verlängerung von ©s fällt, die zweite nach dem Krümmungs- 
cenlrum und die dritte so gerichtet ist, dass sie zusammen durch blosse Drehung 
beziehungsweise in die Richtung der wachsenden x, y, z gebracht werden 
können. Setzt man nun 


„ 


y2—zy =A, 32’ —rez"=B, ry —yeo'=(, 
so werden die Cosinus zwischen diesen und den positiven Axen der x, y,3 folgende: 


*, Note 2. 
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' 


Richtungscosinus von gT: & y 3 
- - qP : Px" Py' Pz'" 
- - qN: PA PB PC. 
Bezeichnel man ferner durch r, die Entfernung von y bis 0, und durch «, b. « 
ihre Richtungswinkel,. so wird 
Or or, er, 


Ir, 
co84 = —. cosb = —Z cc = —.. 
oX coYy oZ 


wenn X, Y, Z wie früher die Coordinaten von O sind. 
Dies vorausgeschickt, lässt sich die Entfernung r von O0 bis zum Ele- 





mente CS, in eine für den gegenwärligen Zweck passende Form bringen. 
Bezeichnel man nämlich durch o den Endpunkt von r auf ©S,, so sind vr, R 
und r, die Seiten des Dreiecks 900, also wenn ® den r gegenüberliegenden 
Winkel og0 bedeutet, " = r,—?r,Rcosw+R’. Zur Bestimmung von w seien 
ferner A und 4 die Neigungswinkel von r, und # gegen qT, # und nach dem 
bereits oben Festgestellten 6° die Neigungswinkel der durch qgT und die Geraden 
Rt gelegten Ebenen gegen die Krümmungsebene TgqP:; dann wird 
cos» — 084cosA + sinAsinA' cos (#' — 0). 
oder cosw = sinAcos(0# —#), da R zu gT senkrecht steht. also 4’ — 90° ist 
Daraus folgt 
r = r,—?Rr,Rsinkcos ("—H)+R', 
während 4 und 6 durch die Gleichungen 
cos) = wcosa+ ycosb+ zcose, 
sin2cos#® = Pr” cosa+Py"cosb+Pz"cose, 
sinisind = PA cosa+ PBecosb-+ PC ecose 
bestimmt sind. 
In diesem Ausdrucke von r hängen r,, 4 und # nur von der Lage 
der Punkte q und O ab, aber nicht vom Halbmesser R und auch nicht von # 
Da r, >R ist, so folgt 





LS m 
1 Mn - y R pP 
r Ber - yr „Ir 1 m b/ 
7 


wo unter P, die Kugelfunclion P,(sinAcos(0'—#)) zu verstehen ist. Führ! 
man dies in den Ausdruck von (?) ein, und setzt zur besseren Uebersich! 








1 ' for P oscH U z ie. erTe E U 
An JS ER m PZ ETEZ Mm m .„ mi» 
q 4 
I 'fov cos H' 0500! Y 1 cosW'os0H' 
= /er, = 





Pr 5 m,1 
q 


7 5 0077 Be er 
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so wird 


u TmR" U, — ERHU, 


u 


a 


l ’ [5 


m * 


Da in den Ausdrücken U und YV die Inteeration zwischen endlichen Grenzen 
stattfindet. die nach dem Obigen bei verschwindenden Aenderungen von R 


’ h 0 . 
ungeändert bleiben, und zwischen denselben —- nicht unendlich oder unbe- 


oR 
stimmt wird. so ist 
ET: 2 OU Fo. Mn 
„TOR ° „TOR 


Solange aber der Endpunkt O0 von r, ausserhalb der um / mit dem Halb- 


messer R beschriebenen Röhrenfläche liegt, werden U, und seine Derivirte 


mi 


U, oberhalb ?—=0 weder unbestimmt. noch unendlich. noch unstetig; das- 
selbe gilt von F,,, und F,,. Folglich kann man auf diese Funetionen von A 
den Lehrsatz d. des art. VIl. anwenden, und erhält, wenn der Fall. wo R" "U 


oder R”"V,, bei verschwindendem AR unbestimmt. unendlich oder unstetie 
wird. ausgeschlossen wird. für m > 0 


limmR”"U,, = — lim Be 


limmR”"''V,., = -— — ‚lim B 


in, m” 


|  .. i 

Da Terner wesen der für IR eestellten SEE in der ersten von den 
’nN 

vorstehenden Gleichungen beide Seiten für m >», in der zweiten für m+1 =. 

verschwinden. so folgt 


1 
im (2) = lim[2 FI RPRV„— RU, 2ER" U,]. 


T m r 
oder eeordnel 


«) lim(t) = lim[-RU,+22(—L ReH y,_,— Re U,)] 


) 2m es = 
Dies vorausgeschickt, unterwerfen wir v an / entlang der Bedingung. 
dass bei unbegrenzter Abnahme von R in jedem Punkte q, für jeden Werth 
von > und für m=0.1....n 


ß.) lim AR” cos mW —3)C0 = —4An(A,cos/? +B, sin?) 
sei, wo A, und B, von > unabhängige Functionen des Bogens s sind. welche 


die Integration an / entlang in dem zur Bildung von lim/?) erforderlichen 
Umfange gestatten. 
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Aus dem bekannten Ausdrucke für die Kugelfunctionen 
P „(cosi cosi' + sinAsind’cos (0 — 6) 
erhält man für 4’ = 90 
P,(sinA cos(#—®)) = 1. 
P, (sin cos (0 —6)) = sinAcos(W—# 
und allgemein 
P „(sini cos (0 —#)) —= A,cosm(#—6)+A,,cos(m— 2) (W —# 


Wo 
2m)! 
A — 2 gr em dis 5) sin a 
m (2m m!) 
ist. Die übrigen Factoren 7 sind ebenfalls von # und # unabhängig. kommen 


aber bei der folgenden Untersuchung nicht in Betracht. 
Wendet man nämlich den vorstehenden Ausdruck von P, auf die Be- 


stimmung der 
. Rt! 00 R 
lim al P,„cH 
Art OR 
an. indem man von m = 0 an aulwärts schliesst, so zeigt sich sofort. dass P 


durch sein erstes Glied ersetzt werden kann. und es ergiebt sich 


" 2 ' R Da _ | 
für m = 0 lim 2 / IR P,00 = —A.- 








ro .._ BReti for : . 
für m=1.2,...rn lim 7 / 7: P.00 = —-A,(A,cosmd-+ B,,sinmd). 
TU ı O 


Ebenso findet sich für m = 1.2, ... » 


FE oda ah ’0v , ’ 
lim —— / — Pu-ı: 608000 = —1A,_,(A„cos(m—1)6+ B,sin (m—1)®). 
4 1. Ö R m—1 2 m—] m j 


Daraus ergeben sich die folgenden Ausdrücke, aus denen in («.) der Grenz- 


werth von (/!) zusammengeselzt ist: 


lim—RU,— fe, 


(2m)! ' f'sınd”" (A„cosmd-+- B,„sin md 




















fa ’ u m+I T u By Rue: . x 
(y.) { lim — R"''U,„= CITY mi ÖS. 
2m — 1 ee _ @m)! ' fsinA”—(A„cos(m—1)0-+-B,sinm—1)0) ., 
2m Nie (Zum!) Pr" n 
T 


die Accente an den Integralzeichen bedeuten, dass die Integration an / entlang 


von a, bis e, zu erstrecken ist. 
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Lässt man daher die Flächen S, und S, sich bis zu den Punkten « 
und e, erstrecken, und ersetzt sie nun der Einfachheit wegen durch Kugeln mil 


den Halbmessern aa, = c,, ee, =, und den Mittelpunkten a und e, so gehen 
im Ausdrucke von ©, (a) und (e) in Integrale [«] und [e] (voriger art.) über, 
und es folgt 

[a]+lim (D)-+[e]. 
Dieses Resultat umfasst verschiedene Fälle. 

1. Wenn die durch A, und B, bezeichneten Funetionen von s so 
beschaffen sind, dass von den Integralen (y.), aus denen lim (7) besteht, ein- 
zelne divergent werden, wenn man sie bis zu den Endpunkten «a und e von 
/ erstreckt, so bilden die Integrale [a] und [e] wesentliche Bestandtheile des 
Ausdruckes von ©,. indem sie zur Ausgleichung der, bei abnehmenden Wer- 
Ihen der Halbmesser e, und ce, eintretenden Divergenz von lim(?) dienen. 

2. Wenn dagegen die Functionen A und B die Integration auch bis 
an die Enden von / hinan gestatten, so kann man ce, und ce, verschwinden 
lassen. und verlangen, dass auch [a] und [e] verschwinden. Denn da in diesem 
Kalle jedes der Integrale [a] und [e] für sich gegen eine feste Grenze con- 
vergirt. so würden sie, falls diese Grenzen von Null verschieden wären, in 
den Ausdruck von ®, zwei Glieder liefern. welche man nach dem Schlusse 
des vorigen art. auch dadurch einführen kann, dass man einen isolirten Aus- 
nahmepunkt nach « und einen nach e rücken lässt, und welche ebenso dureh 
Beseiligung dieser Ausnahmepunkte ohne eine Abänderung in den übrigen Be- 
dingungen entfernt werden können, wie es oben als geschehen vorausgesetz! 
worden ist. Daraus folgt der Satz: 

o. Es sei e ein einwerthiges Potential, welches nur auf einer ununter- 
brochen zusammenhängenden und stetig gebogenen Linie von der 
messbaren Länge / gegen die Bedingungen A. und B. verstösst, und 
auch auf dieser von allen in isolirten Ausnahmepunkten möglichen 
Verletzungen dieser Bedingungen befreit ist. Wenn alsdann im ganzen 
Raume o = 0 ist, und an / entlang bei unbegrenzter Abnahme von # 





1) Timm 2-0, limart? 2 0, lim RR 0, 


y 
m 


m» 


2) für m=0,.1....n lim R” VDE — — An AA 


3) für m=1,2,...n limR”/2-sinmb'00 = —AnB, 
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ist. so ist für jeden Punkt O ausserhalb 7 x»,= lim(/) oder 


'A.os 
| . L 


u 2m)! /R sın A” (A„ cosmO-+-B,„sin m 


T (2mm!)’. nr 
sin Ar=I( A„cos (m —1)0+B,sın (m —1)0)1. 


Ar CS, 





Pr" 
/ 
vorausgeselzt. dass die Funclionen A, und BD, die Integration über 
die ganze Linie / hinwee veslalten. 

Mittelst der hier anwendbaren Sätze d. und e. des art. VII. ergeben 


sich aus den Bedingungen 2) und 3) folgende Eigenschaften des vorstehenden 


Potentials: 
| use 
lim fe 6 = —4n1A,. 
liimmPR” [ecosmdcH — AnA,| 
Enz a © Be Fe 7 
limmi?t”" fe sinmb'cH" = AnB, | 


Dieselben können ebenfalls dazu dienen. um zu einem eeoebenen Ausdrucke 
von e die Grössen A und B zu bestimmen. 

Einfache Beispiele zu beiden Fällen erhält man durch eonforme Umbildung 
einwerthiger Funelionen von r-+iy,. welche nur in einer endlichen Anzahl von 
Punkten der x.» Ebene unendlich werden. oder ihrer reellen Bestandtheile. Be- 
irachtel man nämlich eine solche als Function von x, v, 3. so verhält sie sich 


wie eine den Bedingungen des art. I. für 0’ gleich Null genügende Funetion v. 


’Y) od 


* [2 * * ® » . . * 
die nebst ihren ersten Derivirten ——. —— auf geraden Linien, die zur 3-Axe 
OT co) 


parallel sind, unendlich wird, und ausserhalb derselben endlich und stetig 
bleibt. Diese Linien werden durch die conforme Umbildung in Kreisbögen 


verwandelt, deren Enden im Mittelpunkte des Raumes .r, y, 3 zusammen- 


stossen. Die rationalen Functionen liefern Beispiele zum zweiten Falle. 





a 5 7 Er . 
Io kann zur Erläuterung des andern dienen. 
\ 
3. Wenn die ersten Derivirten von ® an / entlang unendlich gross 
von unendlich hoher Ordnung werden, so stellt der Ausdruck (S) = \/)+(a)+(e 


noch immer ® ausserhalb der Fläche S dar, und sein Werth ist auch jetz! 
noch vom Halbmesser R und der Form von S, und 8, unabhängige. Allge- 


mein geht jeder Ausdruck dieser Form, der von der Umgestaltung der Fläche 5 
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unabhängig wird. wenn sie sich immer enger um / zusammenzieht,. an der 
(renze als einwerthiges Potential in ein solches über, welches ausser der 
Linie / keine andere Ausnahmestelle besitzt. Man kann daher durch Sub- 
traction von Potenlialen dieser Galtung jedes einwerthige Potential @e in ein 
anderes. :v, verwandeln. welches so beschaffen ist, dass der mittelst der Werthe 
von ce gebildete Ausdruck (S) für jede beliebige Linie / bei fortgeselzter 
\ereneerune der Fläche 5 entweder von der Gestalt dieser Fläche abhäneis 


hleibt. oder falls er eine feste Grenze hat. an derselben verschwindet. 


\ll. Vierter Fall. Ausnahmellächen. 
Die Bedingungen A. und DB. werden nur an einer zusammenhängenden 
Fläche f entlang verletzt. von welcher wir voraussetzen, 

I) dass sie keine unendlich weit von einander enifernten Punkte en!- 
hält, und dass die Länge ihres Randes,. wenn ein solcher vorhanden 
ist. nicht unendlich gross ist: 
dass die Anzahl ihrer Ecken und Kanten, so wie die Zahl ihrer 


Durchschnittspunkte mit Geraden von verschwindender Länge und 


aW 


mit Curven. die zu ihrem Rande oder zu einer bestimmten. auf ihr 
verzeichneten Linie / (vergl. unten 3)) in unendlicher Nähe parallel 
sind. nicht unendlich gross ist. 

\Nir setzen ferner voraus. dass o im ganzen Raume ausserhalb f gleich 
Null ist. In diesem. wie in den früheren Fällen darf aus dem Umstande. 
dass /e auf f selbst nicht gleich Null gesetzt werden kann, nicht geschlossen 
werden. o habe dort von Null verschiedene Werthe. weil auf f selbst von 
der Bildung des Ausdruckes Ze überhaupt keine Rede sein kann. 

Den Fall. wo © oder eine seiner ersten Derivirten in allen Punkten 
eines Flächenstücks von endlicher Ausdehnung unendlich oder unbestimm! 
wird. haben wir bereils ausgeschlossen. Wir fügen hierzu noch weitere Be- 
schränkungen in den an f entlang vorauszusetzenden Verstössen gegen 1. 
und D. Diese Verstösse bestehen nach art. VIII. in blossen Unstetigkeiten. 
welche = oder seine ersten Derivirten beim Durchgange durch f erleiden. 
und welche. abgesehen von einzelnen auf f liegenden Punkten und Linien. 
mil keinem Unendlichwerden dieser Functionen verbunden sind. Die Beschrän- 
kungen. denen wir diese Unstetigkeiten unterwerfen. betreffen 1) die Ge- 


sehwindiekeit. mit welcher * oder seine ersten Derivirten anwachsen dürfen. 


wenn man solchen Punkten und Linien von Aussen her. und 2) die von 
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jener wohl zu unterscheidende Geschwindigkeit. mit welcher ihre 
wachsen dürfen. wenn man diesen Stellen an der Fläche f en!lans immer 
näher rückt. 

\enn die Unsteligkeiten von re oder seinen ersten Derivirten sich 
an den Rand 4 der Fläche f erhalten. so werden diese Funectionen auf dem 
Rande selbst unbestimmt. indem sie beim Umbiegen um denselben alle beim 
Durchgange durch f übersprungenen Werthe in stetiger Reihenfolge dur 
laufen. Folglich gehört der Rand A im Allgemeinen ebenfalls zu den. 
noch besonders zu unterscheidenden Ausnahmestellen. von denen er bloss ı 
seine Lage auf f unterschieden ist. 

\Wenn auf f in irgend einem Punkte oder an einer Linie entlang eine, 
auch in isolirten Punkten oder Linien mögliche Verletzung von A. stattlindet. 
sy kann man dieselbe ohne eine Aenderung in den übrigen Bedingungen da- 
durch vollständig beseitigen, dass man aus dem Ausdrucke für r eine von den 
im zweiten und dritten Falle auftretenden Formen ausscheidet. Wir setzen 
dies als geschehen voraus, und beschränken dem entsprechend das Unendlich- 
werden von e und seinen ersten Derivirten durch die unten folzende viert 
Bedingung. 

Dies festgestellt, betrachten wir f als einen Spalt im Raume. und be- 
zeichnen einen Punkt o von f, jenachdem er als auf der einen oder di 
andern Seite des Spaltes liegend betrachtet wird. durch o, oder o,. die Werthe 
von v in diesen Punkten durch ®,. ©, und unter der Voraussetzung. dass man 


beim Differentiiren von o, und o, aus auf den. über beiden Seiten des Spaltes 


I 
I11m;,% 


von ihm abwärts errichteten Normalen fortschreitet. seine Derivirten dureh 
er, cv, I 2 - . N 1] >. 2: 

—- und TI Dann stellen sich die an f entlang zu erfüllenden Bedingungen 
ep; op: 

wie folgt: 





2 


3) Mit Ausnahme von isolirten Punkten m, einer Linie / (vergl. oben 
und des Randes 4 sind © und seine ersten Derivirten auf beiden 
Seilen von f nirgendwo unendlich oder unbestimmt. Die Punkte 

sind nur in begrenzter Zahl vorhanden. und die Anzahl der Ecken 


von / und 4, sowie die Länge von / ist ebenfalls nicht unendlich 


OToss 


4) Legt man um jeden Punkt m als Centrum eine Kugellläche S,. und 
um die Linien / und A als Axen Röhrenflächen 8, und S;, sämmt- 


r 


lich vom Halbmesser ec, so soll zugleich mit ce jedes der Integrale 
In ’ 
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verschwinden. 
5) Beim Durchgange durch f sind © und seine ersten Derivirten un- 


stetige. und zwar ist im Punkte o 





See 
op, op, MET? 
©, Pre ©; — Ar 2, . 


6) Ist R die geradlinige Entfernung von o bis zu einem Punkte m, 
und nähert sich o, ohne f zu verlassen. diesem Punkte auf einer 
beliebigen Bahn, so verschwinden 

I+k 1-+k 
RT’E RS, 
mit A zugleich, sobald für % eine passende, unter 1 liegende po- 


sitive Zahl gesetzt wird. 


[I 


Nähert sich dagegen o, ohne f zu verlassen, einem der Linie / oder 
, angehörigen Punkte so, dass seine Bahn zuletzt in die Normal- 
ebene dieser Linie fällt, so verschwinden zugleich mit der gerad- 
linigen Entfernung A beider Punkte die Grössen 

RE, R2Q. 
wenn 4 wieder einen von 1 verschiedenen positiven echten Bruch 


bedeutet. 


In den verschiedenen Fällen, welche sich hier darbieten,. kann # verschiedene 
Werthe haben, welche jedoch sämmtlich kleiner als 1 sein müssen. Für 
unsern Zweck reicht es hin. unter % den grössten von allen diesen Werthen 


zu verstehen. 

Selzt man nun die um alle Ausnahmestellen von © zu legende Fläche 
S zusammen aus den Flächen S,, $,, S, (siehe oben 4)) und den ausserhalb 
derselben liegenden Theilen der Spaltflächen, und bezeichnet man durch Of, und 
of, die mit dem Elemente Of von f zusammenfallenden Elemente der letztern. 
so beht die für jeden ausserhalb S liegenden Punkt O gültige Gleichung »,=(S 
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mit Rücksicht auf die in 4) eingeführten Zeichen über in 


N 1 N 
= ı N - 
| F 1 od, oo. 1 lc D , 
, = An 0, u of, 1 N ©” - - ( / 
AT g« op, r op, A4ITg op, r op, 
7 \ / ) £ | Fr ( /. j = |m 2 


wenn die Summalion im letzten Gliede zur Rechten sich über alle Punkte 
erstreckt. und in den ersten Gliedern der Accent andeulet, dass die innerhalb 
der Kugeln und Röhren liegenden Elemente ©f von der Integralion ausee- 
schlossen sind. 

In den beiden ersten Gliedern lassen sich zunächst die entsprechenden 


l | 
OU — O- 
ni . . .. . . * ä . 
Elemente vereinigen. Berücksichtiet man. dass in o — ist. se 
| OP: op, 
ergiebt sich wegen 5) 
1 
7 
Eof ,‚’ r ’ 
0. 0%, >= Hd +/a —— Of - +(4)+=|m). 
[3 r op, - 


Nennt man ferner Of. ©fj,. ©f} die Elemente der ins Innere von S,. 8,. 


fallenden Theile von f, und setz! 


es 
0 — 
"Eo x i Ä PP’ Eof i 
Eh —;,, [0-0 [ER us w.. 
< ä op, E ® f" 


so kann man endlich schreiben 


Os 

Eof , /£f, Fi 

= SER fo ST opt, 
e . ı op, 


T= (l)+(4)-Eı—-E,—-0,—-0,+2&([m]— E,„—0, 
gesetzt wird, und das Weglassen der Accente bedeutet. dass die Integration 
in den ersten Gliedern über alle Elemente von f ohne Ausnahme zu er- 





wenn 


strecken ist. 

Dabei ist jedoch vorausgesetzt. dass diese Glieder durch die Erwei- 
terung ihres Integralionsgebietes weder unendlich. noch unbestimmt werden. 
Dies " wie im Folgenden gezeigt wird. wirklich der Fall. solange die für 
E und (2, gestellten Bedingungen 6) und 7) erfüllt sind. 

Werden — diese Bedingungen so abgeändert. dass die Integral 


fa und fa,: a” divergiren,. wenn man die Integration bis an /. 4. m 
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hinan erstreckt, so muss der ursprüngliche Ausdruck («.) beibehalten werden. 
indem nun die Glieder (7). (A), [m] zur Ausgleichung der, bei abnehmenden: 








- eintretenden Divergenz der ersten Glieder dienen. 








\Wir werden beweisen. dass bei den obigen Bedingungen jedes einzeln: 
(lied von T mit dem Halbmesser e zugleich verschwindet. Da die Anzahl 
dieser Glieder wegen 3) keine unbegrenzte ist. so ist dasselbe dann auch von 
ihrer Summe T nachgewiesen. 

Nennt man R die geradlinige Entfernung von ©f, bis m, und bezeichnei 


dureh 4 den in 6) erwähnten positiven echten Bruch, so ist 


) 
#7 
* l ’ a } 
E 7 R D5 B- fm (0 B R' () ı ( Fan 
m Br Rip Wr Er re er 
| r h . cp, AR 
1 
u R*E u E 2 
setzt man aber die Faeloren —— und R'’f2, —— durch passende Mit- 


? op, 
j "Ofm i . ’ 
telwerthe MT und \, und setzt Ri = ®, SO wird E„= Mo, O0,=Nw. Da 


wegen 6) der grösste Werth von A und N, und nach Note 1. auch ® mil « 
zugleich unler jede Grenze sinkt. so gilt dasselbe von E, und O,. 
Bezeichnel man ferner durch /R die auf einem Halbmesser der Röhren- 
äche 8, gezählte Entfernung von Of; bis zur Axe /, durch %k den in ) er- 
wähnten positiven echten Bruch, und durch M’, N’ passende Mittel aus den 
1 


I nen 


RE ur ’ . 
\Werihen. welche und R’L2,—— in E, und O0, während der Integration 
E; N 


r . ı 
a ofı , z j 2 
durchlaufen, und selzi man =n, so wird EE= Mn. O0, =N'n: und da 


wegen 7) der grösste Werth von M’ und N’, und nach Note 3. auch 7; mil 
e zugleich unter jede Grenze sinkt. so gilt dasselbe von E, und O,, und aus 
demselben Grunde von E; und O;. 
Man kann daher die Halbmesser der Flächen $,, S,, S, so klein 
A 





wählen. dass die durch ihr völliges Verschwinden bewirkten Aenderungen 
— 
| ' (of FRE 
E,+E;, + E,. 0,+0,;+80, der Integrale / = gr und /+2, 7 of kleiner 
l r i ®, 
l 


als alles Beliebige werden: folglich convergiren diese Integrale ohne Unste- 
tiekeit gegen feste Grenzen. wenn man sie bis an /, 4, m hinan erstreckt. 
Da zugleich mit e wegen 4) auch jedes der Integrale (!). (A), |m} 


verschwindet. so folgt ferner. dass der Unterschied T zwischen ®, und der 
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Summe der beiden Integrale gi und /2 in öf unter jede Grenze 

vedrückt wird, wenn man die Halbmesser der Flächen S,. S;. 8, ohne Ende 
abnehmen lässt. Daraus folet: 

p. Die Function e ist durch die Bedingungen A., b., D. des art. Il 

und 3) bis 7) völlig bestimmt, so lange die Fläche f den Bedin- 

sungen 1) und 2) entspricht. und o gleich Null ist, und zwar is! 


für jeden ausserhalb f liegenden Punkt O: 


| 
En oO — 
. pi /2 Ber. 
5 — ahnt f. 
N op, 


Aendert man insbesondere die Bedingung 5) dahin ab. dass entweden 
(2, oder E gleich Null ist, so ergiebt sich: 
y. Ist unter Voraussetzung aller übrigen Bedingungen ® selbst beim 
Durchgange durch die Fläche f stetig, dagegen 
or ov, m 
Ey + a — —4nE. 
während E den in 6) und 7) gestellten Bedingungen genügt. so is! 


o, ne PERL, 
- 


r. Ist die Derivirte von ©e nach der Normale der Fläche f beim Durch- 
sgange durch dieselbe nicht unstelig, jedoch 


Be ®; .—- An}. 


während 42, die in 6) und 7) gestellten Bedingungen erfüllt, so is! 


Eu 
Ge 
r 





öf. 


cp, 
Diese Sätze gelten selbst dann noch, wenn im ersten Fall e, und v,. 


. or . . 1. A . . 
im zweiten —— und ——- in unendlicher Nähe von /, 4, m einen derarligen 


I, op, 





’v ov 


Y 
J 


Verlauf annehmen, dass es nicht mehr gestattet ist, 42, resp. E an diesen 
Stellen noch gleich Null zu setzen, wofern nur dort den Bedingungen 6) und 
“) Genüge geschieht. In der That kommen hierdurch zu x, nur Integrale 
0,, 0;, O,„ resp. E,, E,, E„, welche sämmtlich kleiner als jede angebbare 
oder mit anzugebenden Werthen vergleichbare Zahl sind. 
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Man kann endlich, ohne dass die vorstehenden Sätze ihre Gültigkeit 
verlieren. die Bedingungen 6) und 7) durch die allgemeinere ersetzen, dass 
her 2 TREE | -Eöf 
die über einen beliebigen Theil F von f erstreckten Integrale /—— und 

| Ei 

| 


F Am . . 5 . Y . . . 
/- —— (cf bei steliger Erweiterung von F nie unbestimmt, unendlich oder 
op, 


unstelie werden, weil diese Bedingung das Verschwinden von E,. 0O,. 
H,. 0,. E,; und O0, nach sich zieht. 
XI. 

Zu den im Vorangehenden untersuchten Gallungen einwerthiger Po- 
tentiale müssen nun noch als besondere Fälle diejenigen gefügt werden. bei 
denen die Anzahl der Ausnahmepunkte, die Länge einer Ausnahmelinie oder 
der Inhalt einer Ausnahmefläche unendlich gross ist, sowie diejenigen, welche 
Ausnahmestellen im Unendlichen besitzen. 

Wir bemerken in dieser Beziehung zunächst den folgenden Grundsatz. 
der mit den nölhigen Modifieationen in jedem der eben genannten vier Fälle 
\nwendung Iindet. 

Wenn der Ausdruck » eines einwerthigen Potentials bei unbegrenzter 
Erweiterung einer Ausnahmestelle 2 zuletzt in einen. vom Geselze dieser 
Erweiterung unabhängigen Ausdruck # übergeht, so stellt # dasjenige ein- 
werlhiee Potential dar, welches der ins Unbegrenzte erweiterten Aus- 
nahmestelle entspricht. 

bezeichnet man diese Lelzlere durch B. so reicht es zum Beweise des 
Salzes hin, zu zeigen. 1) dass « ein einwerthiges Potential ist. 2) dass es 
ausserhalb B nirgendwo gegen die Bedingung A. verstösst,. und 3) dass x. 
soweit D mit 20 zusammenlällt. stels dieselben Unsteligkeiten wie © besitzt. 
Das Letztere folgt aus der Form des Ausdruckes @, welche zur Folge hat. 
dass aus der Dillerenz @—e alle auf A bezüglichen Theile wegfallen: da 
ausserdem der Unterschied zwischen = und @ nach den Bedingungen des Salzes 
durch hinlängliche Erweiterung von X im ganzen Raume ausserhalb DB unter 
eine beliebige Grenze hinabgedrückt werden kann. und ® dort die beiden zu- 
ersi genannten Eigenschaften besitzt. so können dieselben auch dem Ausdrucke 
» nichl abzehen. 

XIV. 
Nach diesem Salze bleiben nur noch diejenigen einwerthigen Potentiale 


zu untersuchen übrie, welehe Ausnahmestellen im Unendlichen besitzen. ohne 
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dass ihre Ausdrücke sich aus den oben »eefundenen dureh unbeerenzte Er- 
weiterung einer solchen Stelle ergeben. Dieselben müssen nach art. I. und 
VI. aus den bisher betrachteten sämmtlich dureh eonforme Umbildune erhalten 
werden. 

Zur leichteren Uebersicht gehen wir auf die in art. 1]. definirte Funetion 
» zurück. indem wir 0 = 0 setzen. und ausserdem die Bedingung stellen. dass 


v von solchen Ausnahmestellen. die keinen Punkt im Unendliehen besitzen. 


- 


befreit ist. 

Da hiernach die Ausnahmestellen von w entweder vollständie im Un- 
endlichen liegen. oder ohne Unterbrechung aus den unendlich entfernten Theilen 
des Raumes bis ins Endliche reichen. so kann man den Raum x. v. 3 miltelst 
einer nie in getrennte Stücke zerfallenden Fläche in zwei Theile zerlegen. 
von denen der eine alle unendlich entfernten Theile des Raumes und sämmi- 
liche Ausnahmestellen enthält. während der andere. den wir 9 nennen, von 
ihnen völlig frei ist. Dann lässt sich der Werth vs. den v in einem belie- 
bigen Punkte DO des Raumes 3 hat. nach art. III. durch ein über die Ober- 
fläche von  erstrecktes Integral darstellen. dessen Werth in Folee der für v 
gestellten Bedingungen von der Gestalt dieser Fläche unabhängig. ist. solange 
in 3 keine Ausnahmestellen aufgenommen werden. 

Dies festgestellt, legen wir um den Mittelpunkt p’ des Raumes x. v. 3 
(art. II.) eine Kugelflläche 8, um jede Ausnahmelinie von v eine Rölirenfläche. 
und unterscheiden bei jeder Ausnahmelläche ihre beiden Seiten. indem wir 
sie als einen Spalt im Raume ansehen. 

Dann können wir die Oberfläche von ®B zusammensetzen 1) aus dem- 
jenigen Theile S_ der Kugellläche X. der ausserhalb sämmtlicher Röhren- 
und Spaltllächen liegt, und 2) aus derjenigen Fläche ©, die durch sämmtliche 
ins Innere von 8 fallenden Theile der letzteren eebildet wird. 

Dehnt man nun die Bezeichnungen des art. Il. 1. auf den vorliegenden 


Fall aus. so folet aus der Gleichung 0.) desselben art. 
Un - S S 
n T. 


Lässt man jetzt 8 oder S&, ins Unendliche rücken. und Z sich demgemäss 
erweitern. so sind zwei Fälle möglich: entweder convereirt das Integral (SZ .. 
feste 


—- 
on 


also wegen der für v gestellten Bedingungen auch (S,) gegen eine 
Grenze. oder es ist dies nicht der Fall. 
l. Im ersten Falle geht (S) in eines von den im vorigen art. be- 


handelten Potentialen über. und es wird demnach (Z,) an der Grenze eben- 
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falls ein einwerthiges Potential. Wir verwandeln dasselbe durch conforme 
Umbildung. zu deren Mittelpunkt wir das Centrum p’ von 8 nehmen, in ein 
auf den Raum x, y, # bezügliches e. Dann entspricht der Kugelfläche X in 
lelzlerem eine neue Kugellläche X. und den unendlich entfernten Theilen des 
Raumes x. v. 3 das Centrum p’ von K. Man erhält auf diese Weise (art. Il.) 





ein einwerthiees Potential 


> 


welches ausserhalb p’ allenthalben den Bedingungen A., B., D. des art. I 
für vo = 0 genügt. also zu den im art. X. behandelten gehört. Folglich wird 
umgekehrt der Grenzwerth von \©,) im vorliegenden Falle durch conforme 
Umbildung der in art. X. behandelten Gattung von Potentialen erhalten. was 
in dem Falle. wo v im Unendlichen nicht von unendlich hoher Ordnung un- 


endlich wird. auf ralionale ganze Funclionen von x. vd. 3 führt. 


 . 


2. Wenn dagegen bei fortgeselzter Erweiterung von $t zwar die Dil- 
ierenz von (2, und (Z,, bei einem festen Werthe beharrt, aber keines von 
beiden Integralen für sich gegen eine feste Grenze convergirt, so verwandell 
sich v» durch die nämliche eonforme Umbildung in ein einwerthiges Potential v. 
welches eine nicht bis ins Unendliche reichende Ausnahmestelle besitzt. die 
sich im Punkte p’ schliesst. Der Kugel X und dem zur Ausschliessung der 
Ausnahmestellen von v dienenden System % von Röhren- und Spaltllächen 
entspricht im Raume x, y, z die Kugel K mit dem Centrum p’ und ein Sy- 
stem F von Flächen, welche die Ausnahmestellen von © einschliessen. Be- 
seiligt man von beiden Flächen K und F diejenigen Theile, welche ins Innere 
der andern fallen, und nennt die übrig bleibenden Theile S,. und S, so wird 
e nach art. IV. durch die Gleichung 


Ö\, _— Ss + \ N) 4 


daroestellt. und es ist nun nach art. I. 


Daraus folgt. dass bei fortgesetzter Verengerung von K oder S,. zwar die 
Summe der Integrale (S) und (S,.) ungeändert bleibt, aber keines von beiden 
für sich gegen eine feste Grenze convergirt. 


Folglich wird man im gegenwärtigen Falle auf die in art. XI. und All. 


erwähnten Fälle zurückgeführt. wo zur Vermeidung divergenter Ausdrücke 
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für e aus einer Linie / oder einer Fläche f abnehmende Stücke derselben 
ausgeschieden. und durch eingeschaltete Kugelllächen ersetzt wurden 

Die einwerthigen Potentiale zerfallen hiernach in zwei eelrennte Gal- 
tungen. von denen die eine durch die, in den art. IX. — XI. gegebenen. »e- 
schlossenen Ausdrücke dargestellt wird. während die andere die Darstelluno 
durch Formen, deren Elemente von der reciproken Entiernung abhängen. nur 
unter der Bedingung gestattet. dass die durch die Wahl dieser bestimmten 
Formen herbeigeführte Divergenz durch Ausscheidung von Restgliedern oe- 
hoben wird. Funetionen dieser Art sind bis jetzt wenig untersucht worden. 
da sie nach dem eben Gesagten mit der Lehre von den Kräften. die nach dem 


umgekehrten Quadrate der Entfernung wirken. in keiner Beziehung stehen 


Note 1. 

Um den Punkt m» der Fläche S als Centrum lesen wir eine Kuvel 
vom Radius e, und nennen S’ das in ihr Inneres fallende Stück von 8. Es 
wird vorausgeselzt. dass S durch Gerade, die zu einer Coordinalenaxe pa- 
rallel sind. höchstens zmal. d. h. nieht unendlich oft geschnitten wird. Ist jetz! 
cS’ ein Element von S’, R seine Enlfernune von m, k eine unter 1 lieeende 
positive Zahl, so convergirt das Integral 


oS' 
u = — 


R' 
mit abnehmendem e gegen Null. 
Zum Beweise verlegen wir den Coordinatenanfane nach m. und be- 
zeichnen die positiven Flächeninhalte der Projectionen von CS’ auf die Co- 


ordinatenebenen durch ©S,, CS,, ©S.. woraus 


( 68 ('oS, Ei) 
0) - J Ah zn 

he" A BE u; 
folgt. weil CS’ als Summe der positiven Projectionen von 68... €S,. CS. aul 
die Ebene von ©S’ kleiner als die Summe dieser Grössen selbst ist. Leg! man jetz! 
über die yz-Ebene um m als Centrum zwei Kreise, deren Radien R und RR 
kleiner als e sind. so ist die Summe aller auf den von ihnen begrenzten Kreisring 
fallenden Projectionen 08, kleiner als ».27 RR. also der von diesen Projeclionen 

.. ryv . / ( I, . 1 \ « %\ . . 5 

herrührende Theil von I kleiner als »27NRcNR dividirt durch den kleinsten 
Werth. welcher R''’ in diesen Projectionen beizulegen ist. also jedenfalls kleiner 


n.2nNtoR ms; ('oS, oM Inn . 
als ' : mithin ist # ——_ < anaf an ce", Da dasselbe für 
Air i R'+ . H I —ık 





4% ° 
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' \ bnn i 
die beiden anderen Integrale eilt. so folet w zZ ce". So lanee also 
: 7 


I— 4 einen von Null verschiedenen positiven Werth hat, und » nicht über 
jeder angebbaren Zahl liegt. ‚kann man die positive Grösse ® durch Ver- 


kleinerung von e unter jede Grenze bringen. w. zZ. b. w. 


Note 2. 

Die Oberfläche eines Raumes. den eine beliebig fortbewegte Kugel A 
vom eonstanten Halbmesser R durchdringt. nenne ich eine Röhrenfläche. R 
ihren Halbmesser und die Bahn / des Kugelcentrums ihre Axe. 

Die Curve. in welcher die Kugel K durch eine ihrer früheren Laeen 
seschnitten wird. ist ein Kreis. dessen Ebene zur Verbindungslinie der Kugel- 
mittelpunkte in der Mitte senkrecht steht, und den nämlichen Punkt zum Cen- 
trum hat. Lässt man beide Kugeln zusammenfallen. so geht ihr Durchschnit! 
in die Curve über, an der entlang K von der Röhrenfläche S berührt wird. 
Dieselbe ist hiernach ein Hauptkreis von K, dessen Ebene im Centrum von 
Ik zur Axe / senkrecht steht. Daraus ergeben sich die folgenden bekannten 
Sätze. welche hier der Uebersicht wegen zusammengestellt werden mussten. 

I. Die Röhrenfläche S wird von jeder Normalebene ihrer Axe / in 
einem Kreise vom Halbmesser R geschnitten, den wir den Querschnitt nennen. 
2. Alle Halbmesser eines Querschnilts sind Normalen von 8: jeder 


Fe - 


Ouerschnilt ist also eine Krümmungslinie von S und ihr Krümmungsradius 
constan!l R. 

Durch die Endpunkte g, y eines Bogenelementes ©/ der Axe lege ich 
Normalebenen von /, und nenne die hierdurch auf S bestimmten Quer- 
Ist nun ©/, ein Element von \, o sein Anfangspunkt. und 


die 
schnitte N, N’ 
c/, das von N und X’ beerenzte Element der zweiten durch o sehenden 
Krümmuneslinie von S. so sind €/, und ©Ö, zu einander. und weil sie in 
der Tangentialebene von S liegen, auch beide zur Normale og senkrecht. 
Folelich ist ausser ©/ auch noch ©, zur Ebene des Querschnittes N senkrecht. 

3. Jedes Element ©/, einer Krümmungslinie der zweiten Schaar is! 
zu dem. von den nämlichen Normalebenen der Axe begrenzten Elemente c/ 
dieser letztern parallel. 

Die Länge von ©, berechnen wir mittelst seiner Projection cb, aul 
Da ch zu cl, also auch zu 


die zu €/ eehöriee Krümmungsebene der Axe. 
dieser Krümmunesebene parallel ist. so ist seine Länge gleich der Länge </ 
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seiner Projection. Letztere ist zu ©/ parallel. und mit diesem durch dieselben 
Normalebenen der Axe. also auch durch dieselben Hauptnormalen von / be- 
erenzt. Folglich liegen ©/ und CÖb, auf zwei concentrischen Kreisen dem 


nämlichen Centriwinkel gegenüber. Nennt man P den Krümmungshalbmesser 


; r . » ol ( / 
von /, P’ den Halbmesser des anderen Kreises. so folgt — a. also 
. Pr. 
ob, = ol, pc. 


Bezeichnet man aber durch # den Winkel zwischen der Richtune von 
q nach o und von q an P entlang nach dem Krümmungscentrum hin. so dass 
#. wenn o an N entlang sich fortbeweet. von o bis 27 wachsen kann. so 
ergiebt sich PP= P—Recos#, also dl, (A Ä u N 

Lässt man ferner # um 06 wachsen. so beschreibt o das Bogenele- 
ment öl. also ist ch = Ro#. 

Das Element der Oberfläche S ist 6S = ©/,cl,. mithin 


OR R cost’ 
( S = (A 2 


5) Röväl. 





Ist daher / die Länge der Axe /, so ist die Gesammtoberfläche von S zwischen 


dem ersten und letzten Querschnitte gleich 


Saf"(ı-&T)R0® = Zul 


Note 3. 

Auf der Fläche S sei eine Linie / verzeichnet. deren Länge und 
Eckenzahl nicht unendlich eross sind. Um diese Linie als Axe leoen wir 
eine Schaar von Röhrenflächen. und nennen A den Halhmesser einer belie- 
biven Röhre F&, ce den Halbmesser der weitesten Röhre 3. Diese letztere 
schneidet aus S ein Stück S’ heraus, von dem wir voraussetzen. dass es von 
jeder geraden Linie und jeder Krümmungslinie einer der genannten Röhrenflächen 
höchstens in » getrennten Punkten. d. h. nicht unendlich oft geschnitten wird. 

Ist jetzt ©S’ ein. zwischen die Röhren von den Halbmessern R und 
R-+-oR fallendes Element von S’, % eine unter 1 liegende positive Zahl, so 
convereirt das über die ganze Fläche 8’ erstreckte Integral 

'os' 
4 


Fa u 


mit abnehmendem e gegen Null. 
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Zum Beweise dieses Satzes ist eine Zerlegung von n erforderlich 
Die Röhrenfläche I, setzt sich aus Kugelstücken und Röhrenllächen im engern 
Sinne zusammen. Die letzteren können durch einen Querschnitt O erzeug! 
werden, der sich an den stetig gebogenen Theilen von / entlang fortbewee! 
Zu den ersteren gehören die halbkugelförmigen Verschlussstücke über den 
Enden von / und. wie aus der Erzeugung der Fläche durch Fortbewegung 
einer Kugel hervorgeht, in jeder Ecke m von ! zwei Kugelsectoren, welche 
die angrenzenden Röhrenstücke in Verbindung setzen. und von denen der 
eine innerhalb, der andere ausserhalb beider Stücke liegt. 

Dehnt man nun in r zuerst die Integralion über alle Elemente 08 
aus, welche von Q überstrichen werden. so werden in jeder Ecke m die in 
den einen Kugelsector fallenden Elemente zweimal aufgenommen, dagegen 
die im andern und in den Verschlussstücken liegenden weggelassen. Ist 
das Resultat dieser Integralion, so muss man also, um 7 zu erhalten, zu 

n Zug 
für jede Ecke und jedes Ende von / ein Integral IF addiren. und füı 
jede Ecke ein solches Integral subtrahiren; in diesen Integralen ist AR die 
Entfernung von 68” bis zum fraglichen Punkte von /, während 08” das 


Element des ins jedesmalige Kugelstück fallenden Theils von $’ ist. Jedes dieser 


’ "os" 
Integrale ist also kleiner als ef .„ und um so mehr kleiner als dasselbe 
? 


Integral. wenn es über alle in die volle Kugel fallenden Elemente 085” er- 
streckt wird. Da für das letztere die in der ersten Note gestellten Bedin- 
oungen erfüllt sind. so verschwindet es selbst. und um so mehr jedes zu > 
hinzuzufügende Integral mit e zugleich. Dasselbe gilt von der Summe dieser 
Integrale. da ihre Anzahl nicht unendlich gross ist. Folglich verschwinde! 
auch „—» zugleich mit e. 

Die Untersuchung kann hiernach auf den Fall beschränkt werden. wo 
/ stelig gebogen. und S° durch die Röhrenlläche 3, vom Halbmesser e und 
ihre Querschnitte in den Enden von / begrenzt ist. Wir setzen demnach vor- 
aus, dass der Krümmungshalbmesser P von / nirgendwo kleiner als eine ge- 
gebene Strecke 7 wird, und wählen e<_y; dann wird für jeden Winkel # 
|_ Reos0 


D positiv und kleiner als 2, wovon später Gebrauch gemacht wird. 


Dies festgestellt, betrachten wir der leichteren Darstellung wegen die 


Halbmesser A, die zu / parallelen Krümmungslinien 4, der Röhrentlächen und 


Ihre. in die Querschnitte fallenden Krümmungslinien /, als drei Schaaren von 
Lichtstrahlen. Dann wirft ©S’ in jeder dieser drei Beleuchtungen einen Schatten. 
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in der ersten auf die Röhrenfläche FF vom Halbmesser R. in der zweiten aul 
den Querschnitt O und in der dritten auf denjenigen Theil E der Krümmunes- 
ebene von /, welcher die rückwärts eehende Verlänserune von P enthält 
Nennt man die Flächeninhalte dieser Schatten. wie sie aufsrezählt wurden. 
3. 0. CE, so ist 
es - 0o2+00+.0E. 

da die drei Schatten von CS wie zu einander senkrechte Projeetionen von 
‘S’ oder wie Vergrösserungen solcher angesehen werden können. 


Bedeutet EX. den Flächeninhalt des Schattens. den CF auf die äusserste 
bu 


f 
— 


Röhrenwand ZZ, wirft. und % das Vererösserunesverhältniss. so wird CN 


ft 


es wird demnach auch 


‘os’ (ö3, oo) cE 

<< Se N TUR 
wenn rechts der jedesmalige Werth von AR durch die Lage des schattenwer- 
fenden Elementes CS’ bestimmt wird. und die Integrationen sich über alle 
beschalteten Theile von &,. Q und E erstrecken. und zwar über jedes Ele- 

ment so oft. als es Elemente ©S’ giebt. deren Schatten es aufnimmt. 

Nennt man ©/,. ©l, die Elemente der beiden Krümmungslinien /,. /. 
die vom Punkte p der Fläche > ausgehen, und # den Winkel zwischen dem 
nach p führenden Halbmesser AR und dem Krümmungshalbmesser P im Fuss- 


/ ReosU N. 


punkte von AR auf /, so ist cA=R6o6, el,—(1 p jel, wenn ch und 
. 


c/ von denselben Querschnitten begrenzt werden. Die Elemente von FI. 0 
und E werden hiernach folgende: 


R co: \ 


ÖE= Hd, = Ri \O164. 
\ pP p, 


ce O0 =0lh0oR=RCoRG“9, 
aha a an RBS:., 
oE = cRol! für #=n, also (A . = X Ich. 


Folglich ist 





on / R «030 a nn 
Br R+(1- — 5)‘ 00H Re" clch, 


SP _R-+IR0. 
It’ 


ÖE R\GIOR _ 2Ö1ER 
RR = (4 u a4 


R 
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Bildet man jetzt für jedes Element 6S’ die verstärkte Ungleichheit 


der ee k“ . 2 lo 
2c-+5180+R-OROO+ 


os’ 
R' 





und beachtet bei der Addition. dass auf jedes beschattete Element O3. 00, 


oE nieht mehr als » Schatten fallen können. so wird umsomehr 


Sr <eleforoor fm ononHa/ Ze] 


wo die Integrationen über jedes beschattete Element C>B,. CO, CE nur einmal 
zu erstrecken sind. Diese Ungleichheit wird mindestens nicht geschwächt, wenn 
statt dessen die Integrationen über alle Elemente ausgedehnt werden, also is: 


er 2 h 
? n | Anl.ce "+ — ce" + —— le |. 


1 1 rn : r . 
Solange daher —, — und die positive Zahl 1—% von Null verschieden sind. 
2 
kann man die positive Grösse », durch Verkleinerung von e unter jede Grenze 
hinabdrücken. w. z. b. w. 


Zürich. 15. Juni 1865. 





Berichtigung. 


29 7: 1 999 r . ’ , a. cv, or, 
S.331 Z.1 v. u. und 8. 332 Z. 13 v. o. m Formel (0'.) hes —- statt —*- 
2 OL OX 


S.348 Z. 11 u. 12 v. u. lies s, a, e, statt s’, a’, €. 
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Note sur les singularites superieures 
des courbes planes. 


(Par M. A. Cayley ä& Cambridge.) 


Dans un memoire .„.On the higher singularities of plane Curves” 
destine pour le Quarterly Mathematical Journal jai cherche a elablir qu'une 
singularite queleonque equivaut a un cerlain nombre Ö’ de points doubles. 
de points de rebroussement, 7’ de tangentes doubles et « diinllexions; et pour 
determiner ces nombres. jai donne dans le cas d’une singularite simple. ot 
la courbe na qu une seule branche, des formules que je vais reproduire iei. Si 
la branche est par rapport a ses points de lindiee «, ayant avec elle-meme 
le nombre 1M de points communs. et par rapporl a ses langentes de lindice 
P, ayant avec elle-meme le nombre ZN de tangenles communes. on lrouve 


Au L MH 7 di ) 


4 a—1, 
r AN 3(D 1 
a P—1. 
Pour expliquer ces formules. je remarque que la singularite dont il sagit est 


telle que, prenant pour orieine le point sur la courbe. on obtien! pour ordonnee 


y une seule suite de la forme 


Y Ax Dr’ 
ou Ja suite est arranece sulvant les puissances aseendanles de r et les coel- 
ficients A, B, ... ont chacun une valeur unique. Si laxe des y ne touche 
pas la courbe, aucun des exposanls p, q, ... ne sera inferieur a Junite. et si 


de plus Taxe des x touche la courbe. ce que Fon pent toujours ellfeetuer par 
un choix convenable de la direction des axes. les exposanis p, q. . seront 
tous superieurs a lunile. Cela pose, el les exposanls Iraclionnaires elant ex- 
primes chacun dans ses moindres lermes. si « est le plus petit nombre entier 


divisible par tous les denominaleurs des fraclions (de maniere que y soil 
I 
fonetion entiere de x° ),. je dis que la branche est de lindice « par rapporl 


a ses poinis. On a done pour y preeisement le nombre «@ de valeurs. qui 
l 


s’obtiennent en attribuant a x“ ses valeurs diverses. A chacune de ses valeurs 
1% 
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correspond une „branche partielle* de la courbe, de maniere que la branche 
a Vindiee @ est composee de @ branches partielles; pour «—=1 la branche par- 
tielle n'est autre chose que la branche meme. En considerant deux branches 
partielles, et en designant par p le plus pelit exposanl de x qui se trouve dans 
la suite par laquelle est exprimee la difference y,—y, des ordonnees des deux 


branches partielles (ee nombre p pouvanl elre entier ou [raclionnaire). je pose 





comme definition que les deux branches partielles ont un nombre p de points 
eommuns ou dinterseclion. En eombinant deux a deux les «@ branches par- 
tielles qui composent la branche de lindiee «, et en formant la somme I 
des nombres p qui correspondent a chaque paire de branches partielles. on 
obtien! le nombre }M des points communs de la branche avec elle-meme. 
En se servant des eoordonnces tangentielles, on a par rapporl aux tangenles 
de la branche une theorie tout a fait semblable:; cette remarque suffit pour ex- 
pliquer les notions d’une branche de lindice 5 par rapporl A ses tangentes, e| 
du nombre 4\ des langentes communes de la branche avec elle- meme. 
Comme exemple je prends la singularite donnde par l'equalion 


+ 


Y 2’+2 


Dans ce cas les exposants n onl que les denominalteurs 2 et 3, la branche es! 
de lindiee 6 par rapporlt a ses points, elle est composee de six branches 


partielles representees par les equations 


N 5 4 a 
Y, Pd Bu rn 
ı i 
0) LE. BE — 7. 
4; oe’ +r?.... Y, wir? A 
ou w est une racine eubique imaginaire de lunite. La branche partielle y, 


coupe les autres branches partielles dans un nombre #, 3, 3. 3, & de points, 
ce qui donne pour la branche partielle y, le nombre 16 +3. = %° de points; 
on a ce meme nombre %° pour les autres branches partielles y,, %3. Y4. 9» 9 
respeelivement. et de la on trouve. pour le double du nombre des intersections 
de la branche avec elle-meme, la valeur M == 47. done 0’ = 1(47—15) = 1b. 
Z ) 

En coordonnees tangentielles la branche y = x’+ 2° ++ s’exprime par 


| equation 


Plus generalement. on a pour une branche y = Aa’ + Ba’-+--- l'equation en 
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eoordonnees tansentielles Z XP" + BXr-'2.., la forme eencerale des 
‚D-+ u: | Du 
exposanls elan! 2 ; Br ; "U des enliers nposııls. resultal 
D- I i 


i 


que je ne marrete pas a demontrer. Dans le cas partieulier qui nous oceupe. 


la branche est done de Findiee 2 par rapport a ses tangenles On trouve dı 
suite N I5 et de la 7 .a— 3 u 2 I: done la sineularite dont il 


sagıt equivaul a un nombre 16 de points doubles. 5 de points de rehron 


ment. 6 de tansentes doubles. e! 1 inllexion. 


On aun exemple plus simple dans le point de rebroussement de se- 


conde espece: lequalion est iei y= ar +2”... el en eoordonnees tanzgenlielles 
on obtien! l'equalion Z X" X? .. de la meme forme. De la on Ilrouvi 
d ii. x En Il. |. de maniere que eelte singularile equivaul a 


| point double, 1 point de rebroussement, 1 tangente double et I inflexion 
M. Plücker dans son grand ouvrage a lrouve a posteriori que cetle singularite 
se: compose de 2} points doubles et de 2} tangentes doubles. ce qui donne en 
elfet les mämes reduclions pour la elasse et les memes nombres pour les in- 
llexions el les tangentes doubles. que donnent mes valeurs = 1. z I. 
"—1J. e=1: mais il y a a remarquer quen considerant par exemple une 
courbe du qualrieme ordre avec un point double et un point de rebroussemen! 
de seconde espece (courbe qui existe). on aurait d+2—= 34, nombre plus 


srand que le maximum du nombre des points doubles et de rebroussemen! que 





peut avoir une courbe du quatrieme ordre. 
Je n’ai parle que des singularites simples. ou il v a une seule branche 
de la courbe. mais on etend sans peine la theorie preeedente aux singularites 
composees, ot il y a plusieurs branches de la courbe. Celte extension exige 


Ia distinelion de trois cas differents. Il peut y avoir sur la courbe un poin! 
avec une seule tangente,. mais avec plusieurs branches qui se touchent. 

ou un point avec plusieurs tangentes dont chacune touche une on plusieurs 
branehes. — ou enlin une langente avec plusieurs points de conlaect, dans les- 


quels la tangente touche une seule ou plusienrs branches de la courbe 


Cambridee. 1. Juin 1865. 
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Ueber die Anzahl der wıllkürlicehen Constanten ın 
algebraischen Funetionen. 


(Von Herrn @. Roch ın Halle.) 


I: s eine dureh die Gleichung Fs,z 0 definirte aleebraische 
Funelion von z, so kann nach Plemann (s. dessen Abhandlung über Abelsche 
Funelionen. Band 54. dieses Journals) jede wie s verzweigle algebraische 
Function s' von z rational durch s und z ausvedrückt werden. Wird die Fun- 
elion Ss in m Punkten der Fläche T, welche die Verzweieungesart anpieht. 
unendlich erster Ordnung. so enthält dieselbe nach $. 5. der erwähnten Ab- 
handlung m —p--1 willkürliche Constanten. Schon die a. a. O. untersuchte 
Bedingung der Existenz von Funclionen, die in weniger als p+1 Punkten 
unendlich werden. zeigt, dass die Anzahl der wirklich vorhandenen Constanten 
eine grössere sein kann. Dies kann aber auch Statt finden. wenn m grösser 
als p ist. Ist z. B. s° der Quotient zweier Funclionen y, so wird s’ in den 
2p-2 Punkten unendlich, in denen der Nenner gleich Null ist (s. $. 10. der 
eitirten Abhandlung). und enthält so viele willkürliche Constanten. als die den 
Zähler bildende Function, nämlich p, während die Zahl m—p-+1 im vor- 
liegenden Falle gleich p—1 ist? Sind dagegen 9, %:. Yı. Yn solche Fun- 
clionen g, welche in p—1 Punkten unendlich klein zweiter Ordnung werden. 
deren Quadratwurzeln Riemann Abelsche Funclionen nennt. so eiebt es eine 


{ im 


oewisse Anzahl von Ausdrücken .„ welche ralionale Funelionen von s 


ar. 
und z sind: diese enthalten in der That »—1 Constanten in linearer Weise, 
ein Salz. der von Riemann herrührt und für welchen ein Beweis in der fol- 
voenden eenanen Bestimmune der Consianten-Anzahl mit enthalten ist. 

Der alleemeinste Ausdruck eines Intesrals zweiter Gattune. welches 


in » Punkten & unendlich erster Ordnune wird. ist 


v Bit, + Pmtmnt+01Wwı + +e,w,-+ const. 
(Vergl. $. 5. der Riemannschen Abhandlung.) Hierbei sind unter £,...#£, 
specielle Integrale zweiter Gallung zu verstehen. welche beziehlich in den 
Punkten &,...e, unendlich werden wie EI. . wenn ©, eine Grösse be- 


rn, (y;n 
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deutet. die in &, unendlich klein erster Ordnung genannt wird. Damit » in 
eine algebraische Function s’ übergehe. müssen sämmtliche Periodieitälsmoduln 
von ® verschwinden. Hieraus ergeben sich 2p lineare Bedingungsgleichungen 
zwischen den m-+-p Constanten 5 und «, so dass m -p-+-1 willkürliche Con- 
stanten bleiben. Nur, wenn diese 2» Gleichungen von einander abhängig sind. 
enthält s' mehr als m — p +1 Constanten. 


Um diese Abhäneiekeit zu untersuchen. nehmen wir für die endlich 


bleibenden Integrale ww, .... w, die speciellen 
j’q (s,2)dz (m.,(8,2)dz 
u, gez Y j Hu : Fi 
i of , F 
«F ö 7 
Os OS 
welche Riemann als Argumente der 9#-Function einführt. Das Inteeral », 


hat an dem Querschnilte (a,) den Periodieitätsmodul , an den übrigen p—1 


44 


Querschnitten (a) die Periodieitäismoduln Null, und an dem Querschnitt db 


den Periodieitätsmodul «a,,. In der Nähe der Punkte & gilt die Entwickelung 
d. H U,\E; + a‘, 0 bo 
In Allgemeinen. d. h. wenn &,..., weder im Unendlichen liegen noch Ver- 


zweigungspunkte sind. ist 


fu \Sk» 
u En 
oOF(s;, 2 
ee 
Die Integrale zweiter Gattung #,...f, können wir uns so gewählt denken. 
dass ihre Periodieitätsmoduln an den » Querschnitten (a) verschwinden. Denn 
gesetzt. /, hätte an den Querschnitten \a,). ... (a,) die Periodieitätsmoduln 
l 
Tata = + = 7%, So hat man nur f, I, + —(T, 7%. +7, ,u,) einzuführen, 
zu Ba 


damit #, die angegebene Eigenschaft besilze. Dann redueiren sich die Be- 


h 


dingungen dafür, dass die Periodieitätsmoduln des Ausdruckes 


5 ® I, L, OR T j] [ 


mim Tr KAı UT T0,U, const. 
an den Querschniitlen \@,) verschwinden. auf die Gleichungen 


u ie ..: ie 


; 


Die übrig bleibenden Consianten 7 sind nur noch den p Bedingungsgleichungen 
für das Verschwinden der Periodieitätsmoduln an den Querschnitten 'b) unter- 
worfen, welche im Folgenden entwickelt werden sollen. 

Das ganze Integral u.de durch die Begrenzung der Fläche T’ (d. i. 


die durch die Querschnitte (@«) und db) einfach zusammenhängend »emachte 
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% 


Fläche T) erstreckt. ist gleich Im. -a,„)de, unter «, und a, die Werthe von 


«, auf den positiven und auf den negativen Seiten der Querschnilte verstanden 
und letzteres Integral positiv nur durch die positiven Seiten aller Querschnitte 
erstreckt. Dies ergiebt als Betrag des Integrales, analog wie in $. 20 der 
Riemannschen Abhandlung: 


iB,- = A... 
3 ...Pp 


wo 4 und D die Periodieitätsmoduln von © an den Querschnitten (a) und 5b 





bezeichnen. Andrerseits ist das Integral /n,de gleich der Summe der um 
die Punkte & herum erstreckter Integrale. wobei. wenn einer der Punkte ein 
»— I )facher Verzweigungspunkt ist, die Curve, über welche um diesen Punkt 
herum integrirt wird. » ganze Umläufe machen muss, um geschlossen zu sein. 


Auf diese Weise gelangt man zu der Gleichung 


. u ‘ ® ’ k 
I. mB,—- Z Aa, = -Rni 3 Pal), 
v=J.9 \ 
welche. da « die Werthe 1, 2,... p annehmen kann. p Gleichungen reprae- 


sentirt und die Abhängigkeit der Periodieitätsmoduln A und B von der Lage 
der Punkte & enthält. 

Im Folgenden sei der Einfachheit wegen vorausgesetzt, dass alle Punkte 
e im Endlichen liegen und nicht Verzweigungspunkte sind. Dann geht die 
Gleiehune (1.) über in 


. Y ‘ . + B, Fu ($4 „ Sk ) 
$)) Be, u en, 
vl...p k-1..m OF($:, 3) 





OS; 

Wit Hülfe dieser Formel verwandeln sich die oben erwähnten p Gleichungen 
B,=0, B=0,.... B,=0,. da die Periodicitätsmoduln A im vorliegenden 
Falle gleich Null sind, in 

PrPu(S > 2x) 

Ss 2-2 — =0 für u=1,2 | 

1...m OF(s4, 2 ) 4 

08% 


Von diesen p Gleichungen wird immer und auch nur dann eine eine Folge der 


übrigen. wenn sich p Coeffieienten &,,... ce, n g=C9(8,2)+'"+0,9,(8; 3) 
’ p (Sk, 2) : s s ng RR ER 
so bestimmen lassen, dass — nn — gleich Null ist für jeden der m Werthe 
oF $; ® Z} _ 
08 


von k. oder wenn die m Punkte e solehe sind. in denen ausser den r zu- 


sammengelfallenen sich aufhebenden Verzweigungspunkten eine Function g ver- 
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schwinden kann. Ebenso können zwei oder mehrere von den p Gleichungen 
aus den übrigen folgen und man kann das allgemeine Resultat in folgender 
Weise aussprechen: 
Wird eine Function s’ in m Punkten unendlich gross erster Ordnung 
£ \ i ” ’ p($,2 
und können in diesen m Punkten q Functionen . ÖF verschwinden, zwischen 


Os 
denen keine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten besteht, so enthalt 
s die Zahl m— p-+1-+-qg willkürlicher Constanten. 
Sei z. B. F(s,z) = 0 die Gleichung einer Curve fünfter Ordnung. Dann 
ist im Allgemeinen, d. h wenn die Curve keinen Doppelpunkt besitzt. p = 6: 


die endlich bleibenden Integrale sind: 


vr as’ —+-bs2 +c2° + ds +es+f 
Einen — — nn on m „A 
oOF u, 
0} ——— 


rar! 
also jede ganze Function zweiten Grades ist eine Function y. Die Function 


as +bz + c 

ee 
wird in den 5 Punkten unendlich. in denen die Gerade a,s+b,2+c,=0 die 
gegebene Curve schneidet. In diesen 5 Punkten verschwinden 3 von ein- 
ander linear unabhängige Funetionen %, nämlich: a,s+b,2+c,. (a,5s+b,2+c,)s 
und (a,s+b,2-+c,)2. Daher enthält s’ die Anzahl 5—6+1+3-=3 willkür- 
licher Constanten, in der That die «a, b, ce. 

Hat die gegebene Curve fünften Grades einen Doppelpunkt. so ist p=5. 
Dann sind. wenn g=0,. h=0 zwei durch den Doppelpunkt gehende Gerade 
bedeuten, nur (as +b,2+c,)g und (as+b,2+c,)h Functionen g, die in den 
> Punkten Null sind. in denen s’ unendlich ist und s’ enthält wiederum 
5-5-+1+2=3 Constanten. 

Liegen die Punkte & theilweise im Unendlichen, so muss man nach der 
Anzahl von Functionen g fragen. die von niedrigerem als dem höchst möglichen 
Grade sind und in den Punkten & verschwinden. die im Endlichen liegen. 

Bei ganz allgemeiner Lage der Punkte & lässt sich die Regel über die 
Anzahl der Constanten nur so fassen: Sind e,... ec, zu bestimmende Constanten 
und sind die endlich bleibenden Integrale durch die Reihen (a) dargestellt. so 
enthält eine algebraische Function, die in m Punkten unendlich erster Ordnung 


ist. m—p+1-+g wilkürliche Constanten. wenn es g nicht linear von einander 
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abhängige Functlionen 
du,(s, 2) 


C++ 0,0, a, do 


eiebt. welche in den Punkten & verschwinden. 





Für die Bestimmung der Funclionen, die in einzelnen Punkten unendlich 
von höherer Ordnung werden, kann man entweder in dem Vorigen Punkte 
auf einander fallen lassen oder die Betrachtungen selbstständig anstellen durch 
Benutzung der Coeffieienten höherer Potenzen von o in den Reihen («). 

Die Gleichungen (1.) enthalten Resultate für die ganzen Integrale 


zweiter Gattung, welehe von Weierstrass für hyperelliptische Integrale schon 


früher gegeben worden sind. 


Halle. 1864. 

















